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Постановка задачи

Рассматривается задача гладкой выпуклой оптимизации

f (x)→ min
x∈Rn

, (1)

где функция f (x), заданная на Rn, имеет градиент, удовлетворяющий
условию Гёльдера для некоторого 𝜈 ∈ [0, 1] с константой L𝜈 в 2-норме

‖∇f (y)−∇f (x)‖2 ≤ L𝜈 ‖y − x‖𝜈2 , ∀x , y ∈ Rn.
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Важные свойства

f (y) 6 f (x) + ⟨∇f (x), y − x⟩+ L𝜈
1+ 𝜈

||y − x ||1+𝜈
2 . (2)

Зафиксируем некоторое число 𝛿 > 0. Тогда найдётся такая константа

L, а именно L = L𝜈
[︁
L𝜈
2𝛿 ·

1−𝜈
1+𝜈

]︁ 1−𝜈
1+𝜈 , что

f (y) 6 f (x) + ⟨∇f (x), y − x⟩+ L

2
||y − x ||22 + 𝛿 (3)
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Обозначения

Пусть e — равномерно распределённый случайный вектор на n-мерной
евклидовой единичной сфере (e ∈ RSn

2 (1)).

Вместо градиента ∇f (x)
метод будет использовать его стохастическую аппроксимацию
n⟨∇f (x), e⟩e. Можно показать, что Ee [n⟨∇f (x), e⟩e] = ∇f (x).
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Обозначения

Пусть d : Rn → R — дифференцируемая 1-сильно выпуклая по
отношению к p-норме (везде далее 1 6 p 6 2) функция
(прокс-функция).

Например, для p = 1 можно взять
d(x) = 1

2(a−1) ||x ||
2
a, где a = 2 log n

2 log n−1 . Дивергенцией Брегмана по
отношению к прокс-функции d будем называть следующую функцию
двух аргументов:

Vz(y)
def
= d(y)− d(z)− ⟨∇d(z), y − z⟩. (4)
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Обозначения

Grade (x)
def
= x − 1

L
⟨∇f (x) , e⟩ e (5)

Mirre (x , z , 𝛼)
def
= argmin

y∈Rn
{𝛼 ⟨n ⟨∇f (x) , e⟩ e, y − z⟩+ Vz (y)} (6)
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Метод

Algorithm 1 ACDS

Вход: f — выпуклая дифференцируемая функция на Rn, удовлетворяющая
условию (3); x0 — некоторая стартовая точка; N — количество итераций.

Выход: точка yN , удовлетворяющая Ee1,e2,...,eN [f (yN)] − f (x*) 6 4ΘLCn,p

N2 +
2N+3

16 𝛿.
1: y0 ← x0, z0 ← x0
2: for k = 0, . . . , N − 1
3: 𝛼k+1 ← k+2

2LCn,p
, 𝜏k ← 1

𝛼k+1LCn,p
= 2

k+2
4: Сгенерировать ek+1 ∈ RSn

2 (1) независимо от предыдущих итераций
5: xk+1 ← 𝜏kzk + (1− 𝜏k)yk
6: yk+1 ← Gradek+1(xk+1)
7: zk+1 ← Mirrek+1(xk+1, zk , 𝛼k+1)
8: end for
9: return yN
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Сходимость по функции

Теорема

Пусть f (x) — выпуклая дифференцируемая функция на Q = Rn с
градиентом, удовлетворяющим условию Гёльдера для некоторого
𝜈 ∈ [0, 1] с константой L𝜈 в 2-норме, d(x) — 1-сильно выпуклая в
p-норме функция на Q, N – число итераций метода. Тогда ACDS на
выходе даст точку yN , удовлетворяющую неравенству

Ee1,e2,...,eN [f (yN)]− f (x*) 6
4ΘLCn,p

N2 +
2N + 3

16
𝛿,

где Θ = Vx0(x
*), Cn,p 6 4

3 min {q − 1, 4 ln n} · n
2
q
+1.

Замечание

Оказывается, что Cn,2 = n2 и Cn,1 ∼ n ln n.
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Параллельные траектории

Предположим, что мы хотим найти такую точку y , что

f (y)− f (x*) 6 2𝜀. В таком случае можно выбрать N = ⌈
√︁

4ΘLCn,p

𝜀 ⌉,
чтобы обеспечить
Ee1,e2,...,eN [f (yN)]− f (x*) 6 𝜀 ⇔ Ee1,e2,...,eN [f (yN)− f (x*)] 6 𝜀. По
неравенству Маркова

P{f (yN)− f (x*) > 2𝜀} 6 𝜀

2𝜀
=

1
2
. (7)

Это означает, что если запустить m = ⌈log2(𝜎
−1)⌉ независимых

траектории метода ACDS мы получим точки y1
N , y

2
N , . . . , y

m
N , для

которых

P{ min
i=1,m

f (y iN)− f (x*) > 2𝜀} 6
(︂
1
2

)︂m

6 𝜎. (8)
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Обсуждение

В 2014 Z. Allen-Zhu и L. Orrechia предложили ускоренный метод,
основанный на идее комбинирования градиентного и зеркального
спусков, который после N итераций выдавал точку yN ,
удовлетворяющую

f (yN)− f (x*) 6
4ΘL

N2 . (9)

В случае p = 1 алгоритму ACDS нужно примерно в ∼ n
ln n раз меньше

арифметических операций в предположении, что f (x) задаётся
моделью чёрного ящика и её градиент восстанавливается по n + 1
значению функции f (x).
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Безградиентный ускоренный метод

Предположим, что значения функции известны с некоторым шумом:

f̃ (x) = f (x) + 𝛿(x),
∀x ∈ Rn →˓ |𝛿(x)| 6 𝛿.

(10)

Кроме того, теперь будем использовать аппроксимацию производной
по направлению:

⟨∇f (x), e⟩e  f̃ (x + te)− f̃ (x)

t
e. (11)
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Безградиентный ускоренный метод

Теорема

Пусть f (x) — выпуклая дифференцируемая функция на Q = Rn с
константой Липшица для градиента, равной L, d(x) — 1-сильно
выпуклая в p-норме функция на Q, N ∈ N. Тогда ACDS на выходе
даст точку yN , удовлетворяющую неравенству

E[f (yN)]− f (x*) 6 16ΘLCn,p

N2 + 7(2N+3)𝛿
4 + 16

√
2ΘnL𝛿
N2 + 8nN2𝛿

Cn,p
.

где Θ = Vx0(x
*), Cn,p = 4

3 min {q − 1, 4 ln n} · n
2
q
+1.

Замечание
Оказывается, что для получение решения с точностью 𝜀 нужно
обеспечивать 𝛿 ∼ 𝜀2

n .
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Безградиентный неускоренный метод

Рассмотрим метод

xk+1 = argmin
y∈Rn

{𝛼⟨n⟨̃︀∇f (xk), ek+1⟩ek+1, y − xk⟩+ Vxk (y)}.
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Безградиентный неускоренный метод

Теорема
При сделанных предположениях о функции f неускоренная версия
ACDS через N итераций выдаёт точку x̄ , удовлетворяющую
неравенству

E[f (x̄)]− f (x*) 6 16ΘLCn,p

nN + 8
√

2nΘL𝛿
N + 3n𝛿 + 8n2N𝛿

Cn,p
(12)

Замечание

В неускоренном случае тоже приходится обеспечивать 𝛿 ∼ 𝜀2

n .
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