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Локальная и интегральная теоремы Муавра-Лапласа

Ðàññìîòðèì äëÿ íà÷àëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåë¼ííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, èìå-
þùèõ ðàñïðåäåëåíèå Áåðíóëëè.

Теорема 1. (Локальная теорема Муавра-Лапласа). Ïóñòü {𝜉𝑛}∞𝑛=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí {𝜉𝑛}∞𝑛=1 ñ ðàñïðåäåëåíèåì Be(𝑝). Îáîçíà÷èì

𝑆𝑛 =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜉𝑘.

Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ ÷èñåë {𝑐𝑛}∞𝑛=1 òàêîâà, ÷òî ñóùåñòâóþò ÷èñëà 𝑎 < 𝑏, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî

𝑎 6
𝑐𝑛 − 𝑛𝑝√︀
𝑛𝑝(1 − 𝑝)

6 𝑏, 𝑛 ∈ N.

Òîãäà
P{𝑆𝑛 = 𝑐𝑛}
1√︀

2𝜋𝑛𝑝(1 − 𝑝)
𝑒−

(𝑐𝑛−𝑛𝑝)2

2𝑛𝑝(1−𝑝)

−−−−→
𝑛→∞

1.

Доказательство. Ïóñòü 𝑡𝑛 = 𝑐𝑛−𝑛𝑝
𝑛 . Òîãäà

𝑎
√︀
𝑝(1 − 𝑝)√

𝑛
6 𝑡𝑛 6

𝑏
√︀

𝑝(1 − 𝑝)√
𝑛

,

à çíà÷èò, 𝑡𝑛 −−−−→
𝑛→∞

0 è 𝑡𝑛 = Ω
(︁

1√
𝑛

)︁
, 𝑛 → ∞. Êàê ìû çíàåì, 𝑆𝑛 ∼ Binom(𝑛, 𝑝). Êðîìå òîãî, ïî ôîðìóëå

Ñòèðëèíãà

𝑛! ∼
√

2𝜋𝑛
(︁𝑛
𝑒

)︁𝑛
,

òî åñòü

lim
𝑛→∞

𝑛!√
2𝜋𝑛

(︀
𝑛
𝑒

)︀𝑛 = 1.

Ãðóïïà 675. Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé. 5 ñåìåñòð.

https://eduardgorbunov.github.io


Ëîê. è èíò. ò-ìû Ìóàâðà-Ëàïëàñà. ÖÏÒ. Ò-ìà Áåððè-Ýññååíà. Ñòðàíèöà 2

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Ñòèðëèíãà, ðàâåíñòâî 𝑐𝑛 = 𝑛𝑝 + 𝑡𝑛𝑛 è 𝑡𝑛 = Ω
(︁

1√
𝑛

)︁
, 𝑛 → ∞, ïîëó÷èì

P{𝑆𝑛 = 𝑐𝑛} =
(︀
𝑛
𝑐𝑛

)︀
𝑝𝑐𝑛(1 − 𝑝)𝑛−𝑐𝑛

∼
√
2𝜋𝑛(𝑛

𝑒 )
𝑛

2𝜋
√

𝑐𝑛(𝑛−𝑐𝑛)( 𝑐𝑛
𝑒 )

𝑐𝑛(𝑛−𝑐𝑛
𝑒 )

𝑛−𝑐𝑛 𝑝
𝑐𝑛(1 − 𝑝)𝑛−𝑐𝑛

=
√
2𝜋𝑛·𝑛𝑛

2𝜋𝑛
√

(𝑝+𝑡𝑛)(1−𝑝−𝑡𝑛)(𝑛(𝑝+𝑡𝑛))
𝑛(𝑝+𝑡𝑛)(𝑛(1−𝑝−𝑡𝑛))

𝑛(1−𝑝−𝑡𝑛)
𝑝𝑛(𝑝+𝑡𝑛)(1 − 𝑝)𝑛(1−𝑝−𝑡𝑛)

= 1√
2𝜋𝑛(𝑝+𝑡𝑛)(1−𝑝−𝑡𝑛)

(︁
𝑝

𝑝+𝑡𝑛

)︁𝑛(𝑝+𝑡𝑛) (︁
1−𝑝

1−𝑝−𝑡𝑛

)︁𝑛(1−𝑝−𝑡𝑛)

∼ 1√
2𝜋𝑛𝑝(1−𝑝)

(︁
1 + 𝑡𝑛

𝑝

)︁−𝑛(𝑝+𝑡𝑛) (︁
1 − 𝑡𝑛

1−𝑝

)︁−𝑛(1−𝑝−𝑡𝑛)

= 1√
2𝜋𝑛𝑝(1−𝑝)

exp
(︁
−𝑛(𝑝 + 𝑡𝑛) ln

(︁
1 + 𝑡𝑛

𝑝

)︁
− 𝑛(1 − 𝑝− 𝑡𝑛) ln

(︁
1 − 𝑡𝑛

1−𝑝

)︁)︁
= 1√

2𝜋𝑛𝑝(1−𝑝)
exp

⎛⎜⎝−𝑛𝑡𝑛 − 𝑛𝑡2𝑛
𝑝 +

𝑛𝑡2𝑛
2𝑝 + 𝑛𝑡𝑛 − 𝑛𝑡2𝑛

1−𝑝 +
𝑛𝑡2𝑛

2(1−𝑝) + 𝑜
(︀
𝑛𝑡2𝑛
)︀⏟  ⏞  

𝑜(1)

⎞⎟⎠
∼ 1√

2𝜋𝑛𝑝(1−𝑝)
exp

(︁
− 𝑛𝑡2𝑛

2𝑝(1−𝑝)

)︁
= 1√

2𝜋𝑛𝑝(1−𝑝)
exp

(︁
− (𝑐𝑛−𝑛𝑝)2

2𝑛𝑝(1−𝑝)

)︁
.

Замечание 1. Îòìåòèì, ÷òî
1√︀

2𝜋𝑛𝑝(1 − 𝑝)
𝑒−

(𝑐𝑛−𝑛𝑝)2

2𝑛𝑝(1−𝑝) = 𝑓 (𝑐𝑛) ,

ãäå 𝑓(·) � ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ 𝒩 (𝑛𝑝, 𝑛𝑝(1 − 𝑝)).

Cõîäèìîñòü â äîêàçàííîé òåîðåìå ðàâíîìåðíàÿ, ïîýòîìó ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Теорема 2. (Интегральная теорема Муавра-Лапласа). Ïóñòü {𝜉𝑛}∞𝑛=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñè-
ìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí {𝜉𝑛}∞𝑛=1 ñ ðàñïðåäåëåíèåì Be(𝑝). Îáîçíà÷èì

𝑆𝑛 =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜉𝑘.

Òîãäà
𝑆𝑛 − 𝑛𝑝√︀
𝑛𝑝(1 − 𝑝)

𝑑−−−−→
𝑛→∞

𝒩 (0, 1).

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ëþáûõ 𝑎, 𝑏 ∈ R, 𝑎 < 𝑏 âûïîëíåíî

P

{︃
𝑎 6

𝑆𝑛 − 𝑛𝑝√︀
𝑛𝑝(1 − 𝑝)

6 𝑏

}︃
−−−−→
𝑛→∞

Φ(𝑏) − Φ(𝑎),

ãäå Φ(𝑥) = 1√
2𝜋

𝑥∫︀
−∞

𝑒−
𝑡2

2 𝑑𝑡 � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàíäàðòíîé íîðìàëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.

Доказательство. Äîêàæåì ýòî óòâåðæäåíèÿ, èñïîëüçóÿ ìåòîä õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé. Ïóñòü 𝜂𝑛 =
𝑆𝑛−𝑛𝑝√
𝑛𝑝(1−𝑝)

. Òàê êàê 𝑆𝑛 ∼ Binom(𝑛, 𝑝), òî, êàê ìû çíàåì èç äåâÿòîãî ñåìèíàðà, å¼ õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíê-

öèÿ çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé:
𝜙𝑆𝑛(𝑡) =

(︀
1 + 𝑝(𝑒𝑖𝑡 − 1)

)︀𝑛
.
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Èñïîëüçóÿ ýòî è ñâîéñòâà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé (à èìåííî, èç ôîðìóëû 𝜙𝑎𝜉+𝑏(𝑡) = 𝑒𝑖𝑡𝑏𝜙𝜉(𝑎𝑡)), ïîëó÷àåì

𝜙𝜂𝑛(𝑡) = 𝑒
− 𝑖𝑡𝑛𝑝√

𝑛𝑝(1−𝑝) · 𝜙𝑆𝑛

(︂
𝑡√

𝑛𝑝(1−𝑝)

)︂
= 𝑒

− 𝑖𝑡𝑛𝑝√
𝑛𝑝(1−𝑝) ·

(︂
1 + 𝑝

(︂
𝑒

𝑖𝑡√
𝑛𝑝(1−𝑝) − 1

)︂)︂𝑛

=

(︂
𝑒
− 𝑖𝑡𝑝√

𝑛𝑝(1−𝑝) (1 − 𝑝) + 𝑝𝑒
𝑖𝑡(1−𝑝)√
𝑛𝑝(1−𝑝)

)︂𝑛

=

(︂
𝑒
− 𝑖𝑡

√
𝑝√

𝑛(1−𝑝) (1 − 𝑝) + 𝑝𝑒
𝑖𝑡

√
1−𝑝√
𝑛𝑝

)︂𝑛

=

(︂
(1 − 𝑝) − (1 − 𝑝)

𝑖𝑡
√
𝑝√

𝑛(1−𝑝)
− (1 − 𝑝) 𝑡2𝑝

2𝑛(1−𝑝) + 𝑝 + 𝑝 𝑖𝑡
√
1−𝑝√
𝑛𝑝 − 𝑝 𝑡2(1−𝑝)

2𝑛𝑝 + 𝑜
(︀
1
𝑛

)︀)︂𝑛

=
(︁

1 − 𝑡2

2𝑛

)︁𝑛
−−−−→
𝑛→∞

𝑒−
𝑡2

2 = 𝜙𝜂(𝑡),

ãäå 𝜙(𝑡) ∼ 𝒩 (0, 1). Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå Ëåâè î íåïðåðûâíîñòè 𝑆𝑛−𝑛𝑝√
𝑛𝑝(1−𝑝)

𝑑−−−−→
𝑛→∞

𝒩 (0, 1).

Упражнение 1. Â òåñòî äëÿ âûïå÷êè áóëîê ñ èçþìîì çàìåøàíî 𝑁 èçþìèí. Âñåãî èç äàííîãî òåñòà âûïå÷åíî
𝐾 áóëîê. Îöåíèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ñëó÷àéíî âûáðàííîé áóëêå ÷èñëî èçþìèí íàõîäèòñÿ â ïðåäåëàõ îò
𝑎 äî 𝑏.

Решение. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî 𝑁 äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî, ÷òîáû ìîæíî áûëî âîñïîëüçîâàòüñÿ èíòåãðàëüíîé
òåîðåìîé Ìóàâðà-Ëàïëàñà. Íî ãäå æå çäåñü îíà âîçíèêàåò? Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ¾èçþìèíû íåçàâèñèìû¿, òî
åñòü âñå ñîáûòèÿ 𝐴𝑖𝑗 = {𝑖-ÿ èçþìèíà ïîïàëà â 𝑗-þ áóëêó} íåçàâèñèìû â ñîâîêóïíîñòè. Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû

𝜉𝑘 =

{︃
1, 𝑘-ÿ èçþìèíà ïîïàëà â ñëó÷àéíî âûáðàííóþ íàìè áóëêó,

0, èíà÷å.

Òîãäà ïî ôîðìóëå ïîëíîé âåðîÿòíîñòè

P {𝜉𝑘 = 1} =
𝐾∑︀
𝑖=1

P{𝜉𝑘 = 1| áûëà âûáðàíà 𝑖-ÿ áóëêà}P{áûëà âûáðàíà 𝑖-ÿ áóëêà}

=
𝐾∑︀
𝑖=1

P{𝑘-ÿ èçþìèíà ïîïàëà â 𝑖-þ áóëêó} 1
𝐾

= 𝐾 · 1
𝐾2 = 1

𝐾 ,

ò. å. 𝜉𝑘 � áåðíóëëèåâñêàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ ïàðàìåòðîì 𝑝 = 1
𝐾 . Òîãäà ÷èñëî èçþìèí â ñëó÷àéíî âûáðàííîé

íàìè áóëêå åñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

𝑆𝑁 =
𝑁∑︁

𝑘=1

𝜉𝑘.

Òîãäà ïî èíòåãðàëüíîé òåîðåìå Ìóàâðà-Ëàïëàñà

P

{︃
𝐴 6

𝑆𝑁 −𝑁𝑝√︀
𝑁𝑝(1 − 𝑝)

6 𝐵

}︃
≈ Φ(𝐵) − Φ(𝐴), 𝐴 < 𝐵,

îòêóäà

P
{︁
𝑁𝑝 + 𝐴

√︀
𝑁𝑝(1 − 𝑝) 6 𝑆𝑁 6 𝑁𝑝 + 𝐵

√︀
𝑁𝑝(1 − 𝑝)

}︁
≈ Φ(𝐵) − Φ(𝐴).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âåðîÿòíîñòü, ÷òî â ñëó÷àéíî âûáðàííîé áóëêå ÷èñëî èçþìèí áóäåò íàõîäèòüñÿ â îòðåçêå
[𝑎, 𝑏], ïðèìåðíî ðàâíà

P{𝑎 6 𝑆𝑁 6 𝑏} ≈ Φ

⎛⎝ 𝑏− 𝑁
𝐾√︁

𝑁(𝐾−1)
𝐾2

⎞⎠− Φ

⎛⎝ 𝑎− 𝑁
𝐾√︁

𝑁(𝐾−1)
𝐾2

⎞⎠ = Φ

(︃
𝑏𝐾 −𝑁√︀
𝑁(𝐾 − 1)

)︃
− Φ

(︃
𝑎𝐾 −𝑁√︀
𝑁(𝐾 − 1)

)︃
.
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Центральная предельная теорема

Ïîëó÷èì ðåçóëüòàòû, èìåþùèå ïîõîæèé íà èíòåãðàëüíóþ òåîðåìó Ìóàâðà-Ëàïëàñà âèä, íî äëÿ áîëåå øèðîêîãî
êëàññà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Теорема 3. (Классическая ЦПТ). Ïóñòü {𝜉𝑛}∞𝑛=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäå-

ë¼ííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ E𝜉𝑛 = 𝑚 è D𝜉𝑛 = 𝜎2. Ïóñòü 𝜂𝑛 =

𝑛∑︀
𝑘=1

𝜉𝑘−E
[︂

𝑛∑︀
𝑘=1

𝜉𝑘

]︂
√︃

D
[︂

𝑛∑︀
𝑘=1

𝜉𝑘

]︂ =

𝑛∑︀
𝑘=1

(𝜉𝑘−𝑚)

𝜎
√
𝑛

. Òîãäà

𝜂𝑛
𝑑−−−−→

𝑛→∞
𝒩 (0, 1).

Доказательство. Âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé. Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû 𝜂𝑛 ðàâíà (ïîëüçóåìñÿ èçâåñòíûìè ñâîéñòâàìè õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé: 𝜙𝑎𝜉+𝑏(𝑡) =

𝑒𝑖𝑡𝑏𝜙𝜉(𝑎𝑡), 𝜙′
𝜉(𝑡) = 𝑖E𝜉 è 𝜙′′

𝜉 (𝑡) = −E
[︀
𝜉2
]︀

= − (E[𝜉])
2 − D𝜉)

𝜙𝜂𝑛
= 𝑒−

𝑖𝑡𝜇
√

𝑛
𝜎

(︁
𝜙𝜉𝑛

(︁
𝑡

𝜎
√
𝑛

)︁)︁𝑛
= exp

(︁
− 𝑖𝑡𝜇

√
𝑛

𝜎 + 𝑛 ln
(︁

1 + 𝑖𝑚𝑡
√
𝑛

𝜎
√
𝑛

− (𝑚2+𝜎2)𝑡2

𝜎2𝑛 + 𝑜
(︀
1
𝑛

)︀)︁)︁
= exp

(︁
− 𝑖𝑡𝜇

√
𝑛

𝜎 + 𝑖𝑡𝜇
√
𝑛

𝜎 − (𝑚2+𝜎2)𝑡2

𝜎2 + 𝑚2𝑡2

2𝜎2 + 𝑜(1)
)︁
−−−−→
𝑛→∞

𝑒−
𝑡2

2 = 𝜙𝜂(𝑡),

ãäå 𝜂 ∼ 𝒩 (0, 1). Îòñþäà è èç òåîðåìû Ëåâè î íåïðåðûâíîñòè ïîëó÷àåì, ÷òî 𝜂𝑛
𝑑−−−−→

𝑛→∞
𝒩 (0, 1).

Çàìåòèì, ÷òî èç äîêàçàííîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî

𝑛∑︀
𝑘=1

𝜉𝑘 − 𝑛𝑚

√
𝑛

𝑑−−−−→
𝑛→∞

𝒩 (0, 𝜎2).

Äàííîå óòâåðæäåíèå ìîæíî îáîáùèòü íà ñëó÷àé ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ (ïðè÷¼ì äîêàçà-
òåëüñòâî áóäåò íå ñèëüíî îòëè÷àòüñÿ, îò äîêàçàòåëüñòâà â îäíîìåðíîì ñëó÷àå; ïîäðîáíîñòè ìîæíî ïðî÷èòàòü
â [Боровков, Гл.8, §7]).

Теорема 4. (Классическая ЦПТ для случайных векторов). Ïóñòü {𝜉𝑖} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâè-

ñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåë¼ííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí òàêèõ, ÷òî E[𝜉𝑛] = �⃗� è E
[︁
(𝜉𝑛 − �⃗�)(𝜉𝑛 − �⃗�)⊤

]︁
= Σ,

det Σ ̸= 0. Òîãäà
𝑛∑︀

𝑘=1

𝜉𝑘 − 𝑛�⃗�

√
𝑛

𝑑−−−−→
𝑛→∞

𝒩 (0,Σ).

Доказательство. Äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî ïðî÷èòàòü â [Боровков, Гл.8, §7].

Âîîáùå ãîâîðÿ, ñõîäèìîñòü ê íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ äëÿ âåëè÷èí òèïà 𝜂𝑛 èç óñëîâèÿ êëàññè÷åñêîé ÖÏÒ
ìîæíî ãàðàíòèðîâàòü è â áîëåå îáùåì ñëó÷àå.

Теорема 5. (ЦПТ в форме Линдеберга). Ïóñòü {𝜉𝑛}∞𝑛=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí ñ êîíå÷íûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè îæèäàíèÿìè è äèñïåðñèÿìè. Îáîçíà÷èì

𝐵2
𝑛 = D

[︃
𝑛∑︁

𝑘=1

𝜉𝑘

]︃
=

𝑛∑︁
𝑘=1

D𝜉𝑘, 𝜂𝑛 =
1

𝐵𝑛

∑︁
𝑘=1

(𝜉𝑘 − E𝜉𝑘) ,

è äëÿ êàæäîãî 𝜏 > 0 ðàññìîòðèì ñîáûòèÿ

𝐴𝑛,𝜏 = {|𝜉𝑛 − E𝜉𝑛| > 𝜏𝐵𝑛} .
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Ïóñòü äëÿ âñåõ 𝜏 > 0 âûïîëíåíî условие Линдеберга:

1

𝐵2
𝑛

𝑛∑︁
𝑘=1

E
[︁
(𝜉𝑘 − E𝜉𝑘)

2 I𝐴𝑛,𝜏

]︁
−−−−→
𝑛→∞

0,

ò. å.
1

𝐵2
𝑛

𝑛∑︁
𝑘=1

∫︁
|𝑥−E𝜉𝑘|>𝜏𝐵𝑛

(𝑥− E𝜉𝑘)
2
𝑑𝐹𝜉𝑘(𝑥) −−−−→

𝑛→∞
0.

Òîãäà ðàâíîìåðíî ïî 𝑥 ∈ R

P

{︃
1

𝐵𝑛

𝑛∑︁
𝑘=1

(𝜉𝑘 − E𝜉𝑘) < 𝑥

}︃
−−−−→
𝑛→∞

1√
2𝜋

𝑥∫︁
−∞

𝑒−
𝑡2

2 𝑑𝑡.

Â ÷àñòíîñòè,

1

𝐵𝑛

𝑛∑︁
𝑘=1

(𝜉𝑘 − E𝜉𝑘)
𝑑−−−−→

𝑛→∞
𝒩 (0, 1).

Доказательство. Äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî ïðî÷èòàòü â [Гнеденко, Гл. 8, §40].

Упражнение 2. Ïóñòü 𝑋1, . . . , 𝑋𝑛 � ñëó÷àéíàÿ ïåðåñòàíîâêà íà 𝑛 ýëåìåíòàõ (𝑋𝑖 � íîìåð ïîçèöèè, â êîòîðóþ
ïåðåõîäèò 𝑖-é ýëåìåíò; âñå ïåðåñòàíîâêè ðàâíîâåðîÿòíû). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî 𝑋𝑘 îáðàçóåò èíâåðñèþ ñ 𝑋𝑗 , åñëè
𝑗 > 𝑘 è 𝑋𝑘 > 𝑋𝑗 . Òîãäà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

𝜉𝑘 =

𝑛∑︁
𝑗=𝑘+1

I𝑋𝑘>𝑋𝑗

ðàâíà ÷èñëó èíâåðñèé 𝑋𝑘 ñ 𝑋𝑘+1, . . . , 𝑋𝑛, à ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

𝑇 =

𝑛−1∑︁
𝑘=1

𝜉𝑘

ðàâíà îáùåìó ÷èñëó èíâåðñèé â ïåðåñòàíîâêå. Íàéäèòå E𝑇 è D𝑇 . ×òî ìîæíî ñêàçàòü î ïðåäåëüíîì ðàñïðåäå-
ëåíèè âåëè÷èíû 𝑇−E𝑇√

D𝑇 ?

Решение. Äëÿ íà÷àëà íàéä¼ì âåðîÿòíîñòè P{𝜉𝑘 = 𝑟} äëÿ 0 6 𝑟 6 𝑛− 𝑘:

P{𝜉𝑘 = 𝑟} = P {ñðåäè 𝑋𝑘+1, . . . , 𝑋𝑛 ðîâíî 𝑟 ÷èñåë < 𝑋𝑘}
= P {ñðåäè 𝑋𝑘, . . . , 𝑋𝑛 ÷èñëî 𝑋𝑘 ÿâëÿåòñÿ (𝑟 + 1)-ì ïî âîçðàñòàíèþ}
= (𝑛−𝑘)!

(𝑛−𝑘+1)! = 1
𝑛−𝑘+1 .

Ïîýòîìó

E𝜉𝑘 =
1

𝑛− 𝑘 + 1

𝑛−𝑘∑︁
𝑟=0

𝑟 =
𝑛− 𝑘

2
,

è

E𝑇 =

𝑛−1∑︁
𝑘=1

E𝜉𝑘 =

𝑛−1∑︁
𝑘=1

𝑛− 𝑘

2
=

𝑛(𝑛− 1)

4
.

Çàìåòèì, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà 𝜉𝑘 íå çàâèñèò îò òîãî, êàê ïåðåñòàâëåíû ÷èñëà äî 𝑋𝑘 (èìååòñÿ â âèäó,
÷òî ÷èñëà 𝑋1, . . . , 𝑋𝑘−1 ìîæíî ïåðåñòàâèòü ìåæäó ñîáîé êàê óãîäíî, íå ïîìåíÿâ ïðè ýòîì çíà÷åíèå 𝜉𝑘) è êàê
ïåðåñòàâëåíû ÷èñëà ïîñëå 𝑋𝑘 (÷èñëà 𝑋𝑘+1, . . . , 𝑋𝑛 ìîæíî ïåðåñòàâèòü ìåæäó ñîáîé êàê óãîäíî, íå ïîìåíÿâ
ïðè ýòîì çíà÷åíèå 𝜉𝑘). Êðîìå òîãî, 𝜉𝑘 çàâèñèò òîëüêî ïîðÿäêà 𝑋𝑘 ïî âîçðàñòàíèþ ñðåäè ÷èñåë 𝑋𝑘, . . . , 𝑋𝑛, íî
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íå çàâèñèò îò ïîðÿäêà 𝑋𝑘+1, . . . , 𝑋𝑛. Ñëåäîâàòåëüíî, 𝜉𝑘 íå çàâèñèò îò çíà÷åíèé 𝜉𝑘+1, . . . , 𝜉𝑛−1, ò. å. äëÿ ëþáîãî
íàáîðà 𝑟𝑘, . . . , 𝑟𝑛

P{𝜉𝑘 = 𝑟𝑘|𝜉𝑘+1 = 𝑟𝑘+1, . . . , 𝜉𝑛−1 = 𝑟𝑛−1} = P{𝜉𝑘 = 𝑟𝑘},

â ÷àñòíîñòè, äëÿ ëþáîãî íàáîðà èíäåêñîâ 𝑘 + 1 6 𝑑1 < 𝑑2 < . . . < 𝑑𝑚 6 𝑛− 1

P{𝜉𝑘 = 𝑟𝑘|𝜉𝑑1
= 𝑟𝑑1

, . . . , 𝜉𝑑𝑚
= 𝑟𝑑𝑚

} = P{𝜉𝑘 = 𝑟𝑘}.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàáîðà èíäåêñîâ 1 6 𝑑1 < . . . < 𝑑𝑚 6 𝑛− 1 è ëþáîãî íàáîðà 𝑟1, . . . , 𝑟𝑚

P{𝜉𝑑1
= 𝑟1, . . . , 𝜉𝑑𝑚

= 𝑟𝑛} = P{𝜉𝑑1
= 𝑟1, . . . , 𝜉𝑑𝑚−1

= 𝑟𝑚−1|𝜉𝑑𝑚
= 𝑟𝑚}P{𝜉𝑑𝑛

= 𝑟𝑛}

= P{𝜉𝑑1
= 𝑟1, . . . , 𝜉𝑑𝑚−1

= 𝑟𝑚−1}P{𝜉𝑑𝑚
= 𝑟𝑚} = . . . =

𝑚∏︀
𝑘=1

P{𝜉𝑑𝑘
= 𝑟𝑘}.

Â ÷àñòíîñòè, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî 𝜉𝑘 ïîïàðíî íåçàâèñèìû, îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî

D𝑇 =

𝑛−1∑︁
𝑘=1

D𝜉𝑘.

Âû÷èñëèì D𝜉𝑘:

E
[︀
𝜉2𝑘
]︀

= 1
𝑛−𝑘+1

𝑛−𝑘∑︀
𝑟=0

𝑟2 = 1
𝑛−𝑘+1 · (𝑛−𝑘)(𝑛−𝑘+1)(2𝑛−2𝑘+1)

6 = (𝑛−𝑘)(2𝑛−2𝑘+1)
6 ,

D𝜉𝑘 = E
[︀
𝜉2𝑘
]︀
− (E𝜉𝑘)

2
= (𝑛−𝑘)(2𝑛−2𝑘+1)

6 − (𝑛−𝑘)2

4 = (𝑛− 𝑘) · 4𝑛−4𝑘+2−3𝑛+3𝑘
12 = (𝑛−𝑘)(𝑛−𝑘+2)

12

= 𝑛2−2𝑛𝑘+𝑘2+2𝑛−2𝑘
12 = 𝑛2+2𝑛

12 − (𝑛+1)𝑘
6 + 𝑘2

12 .

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî

D𝑇 =
𝑛−1∑︀
𝑘=1

(︁
𝑛2+2𝑛

12 − (𝑛+1)𝑘
6 + 𝑘2

12

)︁
= 𝑛(𝑛−1)(𝑛+2)

12 − 𝑛+1
6 · 𝑛(𝑛−1)

2 + (𝑛−1)𝑛(2𝑛−1)
72 = 𝑛(𝑛−1)

12 + 𝑛(𝑛−1)(2𝑛−1)
72

= 𝑛(𝑛−1)(2𝑛+5)
72 ∼ 𝑛3

36 , 𝑛 → ∞.

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî 𝜏 > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî 𝑛0, ÷òî äëÿ ëþáîãî 𝑛 > 𝑛0

I𝐴𝑛,𝜏 = 0,

ãäå 𝐴𝑛,𝜏 = {|𝜉𝑘 − E𝜉𝑘| > 𝜏
√
D𝑇}, ò. ê. |𝜉𝑘 − E𝜉𝑘| . 𝑛, à

√
D𝑇 ∼ 𝑛

3
2

6 ïðè 𝑛 → ∞. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ
äîñòàòî÷íî áîëüøèõ 𝑛 âûïîëíåíî óñëîâèå Ëèíäåáåðãà:

1

D𝑇

𝑛∑︁
𝑘=1

E
[︀
|𝜉𝑘 − E𝜉𝑘|2I𝐴𝑛,𝜏

]︀
= 0 −−−−→

𝑛→∞
0.

Ñëåäîâàòåëüíî,
𝑇 − E𝑇√

D𝑇
−−−−→
𝑛→∞

𝒩 (0, 1),

à çíà÷èò,

𝑇 − 𝑛(𝑛−1)
4√︁

𝑛(𝑛−1)(2𝑛+5)
72

∼
𝑇 − 𝑛2

4

𝑛
3
2

6

−−−−→
𝑛→∞

𝒩 (0, 1),

ò. å. ïðè áîëüøèõ 𝑛 ðàñïðåäåëåíèå 𝑇 ìîæíî ïðèáëèçèòü ðàñïðåäåëåíèåì 𝒩
(︁

𝑛2

4 , 𝑛3

36

)︁
. Íàïðèìåð, ýòî ìîæåò

óäîáíî äëÿ ïîäñ÷¼òà âåðîÿòíîñòåé âèäà P{𝑎 6 𝑇 6 𝑏}.

Óñëîâèå Ëèíäåáåðãà òðåáóåò çíàíèÿ õâîñòîâ ðàñïðåäåëåíèÿ 𝜉𝑘. Îäíàêî åãî ìîæíî óïðîñòèòü è ïåðåéòè ê
îãðàíè÷åíèþ ìîìåíòîâ.
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Теорема 6. (ЦПТ в форме Ляпунова). Ïóñòü {𝜉𝑛}∞𝑛=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí ñ êîíå÷íûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè îæèäàíèÿìè è äèñïåðñèÿìè. Îáîçíà÷èì

𝐵2
𝑛 = D

[︃
𝑛∑︁

𝑘=1

𝜉𝑘

]︃
=

𝑛∑︁
𝑘=1

D𝜉𝑘, 𝜂𝑛 =
1

𝐵𝑛

∑︁
𝑘=1

(𝜉𝑘 − E𝜉𝑘) .

Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî 𝛿 > 0 âûïîëíåíî условие Ляпунова:

1

𝐵2+𝛿
𝑛

𝑛∑︁
𝑘=1

E
[︁
|𝜉𝑘 − E𝜉𝑘|2+𝛿

]︁
−−−−→
𝑛→∞

0.

Òîãäà ðàâíîìåðíî ïî 𝑥 ∈ R

P

{︃
1

𝐵𝑛

𝑛∑︁
𝑘=1

(𝜉𝑘 − E𝜉𝑘) < 𝑥

}︃
−−−−→
𝑛→∞

1√
2𝜋

𝑥∫︁
−∞

𝑒−
𝑡2

2 𝑑𝑡.

Â ÷àñòíîñòè,

1

𝐵𝑛

𝑛∑︁
𝑘=1

(𝜉𝑘 − E𝜉𝑘)
𝑑−−−−→

𝑛→∞
𝒩 (0, 1).

Доказательство. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî èç óñëîâèÿ Ëÿïóíîâà ñëåäóåò óñëîâèå Ëèíäåáåðãà. Äåéñòâèòåëüíî,
äëÿ ëþáîãî 𝜏 > 0

1
𝐵2

𝑛

𝑛∑︀
𝑘=1

∫︀
|𝑥−E𝜉𝑘|>𝜏𝐵𝑛

(𝑥− E𝜉𝑘)
2
𝑑𝐹𝜉𝑘(𝑥) = 1

𝐵2
𝑛𝜏

𝛿𝐵𝛿
𝑛

𝑛∑︀
𝑘=1

∫︀
|𝑥−E𝜉𝑘|>𝜏𝐵𝑛

(𝜏𝐵𝑛)
𝛿

(𝑥− E𝜉𝑘)
2
𝑑𝐹𝜉𝑘(𝑥)

6 1

𝜏𝛿𝐵2+𝛿
𝑛

𝑛∑︀
𝑘=1

∫︀
|𝑥−E𝜉𝑘|>𝜏𝐵𝑛

|𝑥− E𝜉𝑘|2+𝛿
𝑑𝐹𝜉𝑘(𝑥)

6 1
𝜏𝛿 · 1

𝐵2+𝛿
𝑛

𝑛∑︀
𝑘=1

E
[︁
|𝜉𝑘 − E𝜉𝑘|2+𝛿

]︁
−−−−→
𝑛→∞

0.

Замечание 2. Ñóùåñòâóþò ðåçóëüòàòû î ñõîäèìîñòè è ê äðóãèì ðàñïðåäåëåíèÿì. Íàïðèìåð, íà äåñÿòîì
ñåìèíàðå ìû äîêàçàëè ïðåäåëüíóþ òåîðåìó Ïóàññîíà (óïðàæíåíèå 4), êîòîðàÿ óòâåðæäàåò, ÷òî åñëè 𝜉𝑛 ∼
Binom(𝑛, 𝑝𝑛) è 𝑛𝑝𝑛 −−−−→

𝑛→∞
𝜆 > 0, òî 𝜉𝑛

𝑑−−−−→
𝑛→∞

Poisson(𝜆).

Замечание 3. Îòìåòèì, ÷òî ÖÏÒ â ôîðìå Ëèíäåáåðãà è Ëÿïóíîâà äàþò ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü

P
{︂

1
𝐵𝑛

𝑛∑︀
𝑘=1

(𝜉𝑘 − E𝜉𝑘) < 𝑥

}︂
ïî 𝑥 ∈ R ê 1√

2𝜋

𝑥∫︀
−∞

𝑒−
𝑡2

2 𝑑𝑡, ÷òî ñèëüíåå ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè ôóíêöèé ðàñïðå-

äåëåíèÿ ê ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ íîðìàëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû (÷òî ïî ñóòè è åñòü ñõîäèìîñòü ïî ðàñïðå-
äåëåíèþ), ò. å. ýòè ðåçóëüòàòû äîñòàòî÷íî ñèëüíûå. Îäíàêî ýòè òåîðåìû íå óñòàíàâëèâàþò ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè
ê íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ.

Оценивание скорости сходимости в центральной предельной теореме

Ðàññìîòðèì áåç äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùèé ôàêò.

Теорема 7. (Теорема Берри-Эссеена). Ïóñòü {𝜉𝑛}∞𝑛=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñ-
ïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è äèñïåðñèåé 𝜎2. Îáîçíà÷èì

𝜂𝑛 =

𝑛∑︀
𝑘=1

𝜉𝑘

𝜎
√
𝑛

Ïóñòü E
[︀
|𝜉1|3

]︀
6 𝜌. Òîãäà

sup
𝑥∈R

|P{𝜂𝑛 < 𝑥} − P{𝜁 < 𝑥}| 6 𝑐𝜌

𝜎
3
2
√
𝑛
, 𝜁 ∼ 𝒩 (0, 1).

Замечание 4. Èçâåñòíî, ÷òî 0.4 6 𝑐 < 0.8. Åñëè åñòü èíòåðåñ ðàçîáðàòüñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè â ýòîé îáëàñòè, òî
ñòîèò ïîñìîòðåòü ññûëêè â ñòàòüå â Âèêèïåäèè.
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