
Óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå (ïðîäîëæåíèå). Ñòðàíèöà 1

Условное математическое ожидание (продолжение). Семинар 8.
23 октября 2018 г.

Подготовил: Горбунов Э.

Источники: [Ширяев, Гл. 1 §8, Гл. 2 §7], [НатанТВ, Гл. 5], [Боровков, Гл. 4 §2], [Гнеденко, Гл. 5
§23]

Ключевые слова: условное математическое ожидание относительно 𝜎-алгебры, условная

вероятность относительно 𝜎-алгебры

Первые 10-15 минут семинара — разбор прошедшей контрольной работы.

Условное математическое ожидание относительно 𝜎-алгебры

Ðàññìîòðèì âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî (Ω,ℱ ,P) è íåêîòîðóþ 𝜎-àëãåáðó 𝒟 ⊆ ℱ (𝒟 � 𝜎-ïîäàëãåáðà ℱ). Ïóñòü
𝜉 � íåêîòîðàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. Ìû îïðåäåëÿëè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû 𝜉 (èíòå-
ãðàë Ëåáåãà ïî âåðîÿòíîñòíîé ìåðå) â äâà ýòàïà: ñíà÷àëà ýòî áûëî ñäåëàíî äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí, à çàòåì è â îáùåì ñëó÷àå ìàò. îæèäàíèå áûëî îïðåäåëåíî ôîðìóëîé:

E𝜉 = E𝜉+ − E𝜉− ïðè óñëîâèè, ÷òî min{E𝜉−,E𝜉+} < ∞.

Ïîäîáíàÿ æå êîíñòðóêöèÿ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ óñëîâíîãî ìàò. îæèäàíèÿ îòíîñèòåëüíî 𝜎-àëãåáðû.

Определение 1. 1. Условным математическим ожиданием неотрицательной случайной вели-
чины 𝜉 относительно 𝜎-алгебры 𝒟 íàçûâàåòñÿ расширенная случайная величина E[𝜉|𝒟](𝜔) (ò.å. ïðè-
íèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ èç R = [−∞,+∞]), òàêàÿ, ÷òî

a) E[𝜉|𝒟](𝜔) ÿâëÿåòñÿ 𝒟-èçìåðèìîé;
b) äëÿ ëþáîãî ñîáûòèÿ 𝐴 ∈ 𝒟 âûïîëíÿåòñÿ:∫︁

𝐴

𝜉𝑑P =

∫︁
𝐴

E[𝜉|𝒟]𝑑P.

2. Условным математическим ожиданием произвольной случайной величины 𝜉 относительно
𝜎-алгебры 𝒟 íàçûâàåòñÿ расширенная случайная величина

E[𝜉|𝒟](𝜔)
def
= E[𝜉+|𝒟](𝜔) − E[𝜉−|𝒟](𝜔)

ïðè óñëîâèè, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî:

min{E[𝜉−|𝒟](𝜔),E[𝜉+|𝒟](𝜔)} < ∞,

ïðè÷¼ì íà ìíîæåñòâå íóëåâîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðû {𝜔 ∈ Ω | min{E[𝜉−|𝒟](𝜔),E[𝜉+|𝒟](𝜔)} = ∞} çíà-
÷åíèå óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèå îïðåäåëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì. Åñëè æå P{𝜔 ∈ Ω |
min{E[𝜉−|𝒟](𝜔),E[𝜉+|𝒟](𝜔)} = ∞} > 0, òî óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèÿ 𝜉 îòíîñèòåëüíî 𝜎-àëãåáðû
𝒟 íåîïðåäåëåíî.

Замечание 1. Ñóùåñòâîâàíèå óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè-
÷èí ãàðàíòèðóåò òåîðåìà Ðàäîíà-Íèêîäèìà. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì íåîòðèöàòåëüíóþ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó 𝜉 è
ôóíêöèþ ìíîæåñòâ

𝑄(𝐴) =

∫︁
𝐴

𝜉𝑑P, 𝐴 ∈ 𝒟.
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Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî 𝑄(·) ÿâëÿåòñÿ ìåðîé íà (Ω,𝒟), êîòîðàÿ абсолютно непрерывна îòíîñèòåëüíî ìåðû P (ïî
îïðåäåëåíèþ, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èç P{𝐴} = 0, 𝐴 ∈ 𝒟 ñëåäóåò 𝑄(𝐴) = 0). Òîãäà ïî òåîðåìå Ðàäîíà-Íèêîäèìà
ñóùåñòâóåò òàêàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ 𝒟-èçìåðèìàÿ ðàñøèðåííàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà E[𝜉|𝒟](𝜔), ÷òî

𝑄(𝐴) =

∫︁
𝐴

E[𝜉|𝒟]𝑑P.

Îíà îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæåñòâà P-ìåðû íóëü.

Замечание 2. Îòìåòèì, ÷òî ñâîéñòâî (b) èç îïðåäåëåíèÿ áóäåò âûïîëíåíî, åñëè ïîëîæèòü E[𝜉|𝒟] = 𝜉. Íî òàê
ñäåëàòü â îáùåì ñëó÷àå íåëüçÿ, ò. ê. 𝜉 не обязана быть 𝒟-измеримой.

Замечание 3. Â ñëó÷àå òðèâèàëüíîé 𝜎-àëãåáðû 𝒟 = {∅,Ω} ïîëó÷àåì, ÷òî E[𝜉|𝒟] = E𝜉.

Определение 2. Условной вероятностью события 𝐵 ∈ ℱ относительно 𝜎-алгебры 𝒟 íàçûâàåòñÿ
обобщённая случайная величина

P{𝐵|𝒟}(𝜔)
def
= E[I𝐵 |𝒟](𝜔).

Èç ââåä¼ííûõ îïðåäåëåíèé ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî 𝐵 ∈ ℱ âûïîëíåíî:

a) P{𝐵|𝒟}(𝜔) ÿâëÿåòñÿ 𝒟-èçìåðèìîé;

b) äëÿ ëþáîãî 𝐴 ∈ 𝒟

P{𝐴 ∩𝐵} =

∫︁
𝐴

P{𝐵|𝒟}𝑑P.

Определение 3. Условным математическим ожиданием случайной величины 𝜉 относительно слу-
чайной величины 𝜂 íàçûâàåòñÿ обобщённая случайная величина

E[𝜉|𝜂](𝜔)
def
= E[𝜉|𝒟𝜂](𝜔),

ãäå 𝒟𝜂 � 𝜎-àëãåáðà, ïîðîæä¼ííàÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé 𝜂 (ïðè óñëîâèè, ÷òî E[𝜉|𝒟𝜂](𝜔) îïðåäåëåíî).

Определение 4. Условной вероятностью события 𝐵 ∈ ℱ относительно случайной величины 𝜂
íàçûâàåòñÿ обобщённая случайная величина

P{𝐵|𝜂}(𝜔)
def
= P{I𝐵 |𝒟𝜂}(𝜔),

ãäå 𝒟𝜂 � 𝜎-àëãåáðà, ïîðîæä¼ííàÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé 𝜂 (ïðè óñëîâèè, ÷òî P{𝐵|𝒟𝜂}(𝜔) îïðåäåëåíà).

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî ââåä¼ííîå îïðåäåëåíèå óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ñîãëàñóåòñÿ
ñ îïðåäåëåíèåì, äàííûì íà ïðîøëîì ñåìèíàðå.

Теорема 1. Ïóñòü 𝐷 = {𝐵1, . . . , 𝐵𝑛} � íåêîòîðîå ðàçáèåíèå âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà (Ω,ℱ ,P). Ïóñòü
𝒟 = 𝜎(𝐷) è 𝜉 � íåêîòîðàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, äëÿ êîòîðîé E𝜉 îïðåäåëåíî. Òîãäà ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 âûïîëíåíî
ðàâåíñòâî

E[𝜉|𝒟] = E[𝜉|𝐷].

Доказательство. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà E[𝜉|𝒟] ÿâëÿåòñÿ 𝒟-èçìåðèìîé, òî îíà ïðèíèìà-
åò ïîñòîÿííûå çíà÷åíèÿ íà ýëåìåíòàõ ðàçáèåíèÿ 𝐵𝑖 (ñ âåðîÿòíîñòüþ 1), ò.å. ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî

E[𝜉|𝒟] =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖I𝐵𝑖
.

Òîãäà äëÿ âñåõ 𝐵𝑖 èç îïðåäåëåíèÿ óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ îòíîñèòåëüíî 𝜎-àëãåáðû èìååì:∫︁
𝐵𝑖

𝜉𝑑P =

∫︁
𝐵𝑖

E[𝜉|𝒟]𝑑P = 𝑥𝑖P{𝐵𝑖} ⇒ 𝑥𝑖 =
1

P{𝐵𝑖}

∫︁
𝐵𝑖

𝜉𝑑P def
= E[𝜉|𝐵𝑖],
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òî åñòü

E[𝜉|𝒟] =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖I𝐵𝑖
=

𝑛∑︁
𝑖=1

E[𝜉|𝐵𝑖]I𝐵𝑖

def
= E[𝜉|𝐷].

Ïåðå÷èñëèì òåïåðü âàæíûå ñâîéñòâà óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ îòíîñèòåëüíî 𝜎-àëãåáðû.

1. Åñëè 𝑐 � êîíñòàíòà è 𝜉 = 𝑐 ñ âåðîÿòíîñòüþ 1, òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 E[𝜉|𝒟] = 𝑐. Äàííîå ñâîéñòâî ñëåäóåò
èç òîãî, ÷òî êîíñòàíòíàÿ ôóíêöèÿ èçìåðèìà îòíîñèòåëüíî 𝜎-àëãåáðû 𝒟 è óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó:∫︁

𝐴

𝜉𝑑P =

∫︁
𝐴

𝑐𝑑P, ∀𝐴 ∈ 𝒟.

2. Åñëè 𝜉 6 𝜂 ñ âåðîÿòíîñòüþ 1, òî E[𝜉|𝒟] 6 E[𝜂|𝒟] ñ âåðîÿòíîñòüþ 1. Äåéñòâèòåëüíî, ìû èìååì∫︁
𝐴

𝜉𝑑P 6
∫︁
𝐴

𝜂𝑑P, ∀𝐴 ∈ 𝒟,

à çíà÷èò, ∫︁
𝐴

E[𝜉|𝒟]𝑑P 6
∫︁
𝐴

E[𝜂|𝒟]𝑑P, ∀𝐴 ∈ 𝒟.

Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî E[𝜉|𝒟] 6 E[𝜂|𝒟] ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 (ýòî ñëåäóåò èç ñâîéñòâ èíòåãðàëà Ëåáåãà è
òîãî ôàêòà, ÷òî E[𝜉|𝒟] è E[𝜂|𝒟] èçìåðèìû îòíîñèòåëüíî 𝒟).

3. |E[𝜉|𝒟]| 6 E[|𝜉||𝒟] ñ âåðîÿòíîñòüþ 1. Äàííîå ñâîéñòâî âûòåêàåò èç ïðåäûäóùåãî.

4. Åñëè 𝑎, 𝑏 � ïîñòîÿííûå è 𝑎E𝜉 + 𝑏E𝜂 îïðåäåëåíî, òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

E[𝑎𝜉 + 𝑏𝜂|𝒟] = 𝑎E[𝜉|𝒟] + 𝑏E[𝜂|𝒟].

Äàííîå ñâîéñòâî ñëåäóåò èç ëèíåéíîñòè èíòåãðàëà Ëåáåãà.

5. Åñëè 𝒟* = {∅,Ω} � òðèâèàëüíàÿ 𝜎-àëãåáðà, òî E[𝜉|𝒟*] = E𝜉. Ýòî ñâîéñòâî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî êîíñòàíòà
E𝜉 ÿâëÿåòñÿ 𝒟*-èçìåðèìîé ôóíêöèåé è åñëè 𝐴 = ∅ èëè 𝐴 = Ω, òî âûïîëíÿåòñÿ∫︁

𝐴

𝜉𝑑P =

∫︁
𝐴

E𝜉𝑑P.

6. E[𝜉|ℱ ] = 𝜉 ñ âåðîÿòíîñòüþ 1. Ïîñêîëüêó 𝜉 � ℱ-èçìåðèìà è∫︁
𝐴

𝜉𝑑P =

∫︁
𝐴

𝜉𝑑P, ∀𝐴 ∈ ℱ ,

òî E[𝜉|ℱ ] = 𝜉 ñ âåðîÿòíîñòüþ 1.

7. Åñëè 𝒟1 ⊆ 𝒟2, òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 1
E [E[𝜉|𝒟2]|𝒟1] = E[𝜉|𝒟1].

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà 𝐴 ∈ 𝒟1 ⊆ 𝒟2∫︁
𝐴

E[𝜉|𝒟1]𝑑P =

∫︁
𝐴

𝜉𝑑P

è ∫︁
𝐴

E [E[𝜉|𝒟2]|𝒟1] 𝑑P =

∫︁
𝐴

E[𝜉|𝒟2]𝑑P =

∫︁
𝐴

𝜉𝑑P.
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Òîãäà äëÿ âñåõ 𝐴 ∈ 𝒟1 ∫︁
𝐴

E[𝜉|𝒟1]𝑑P =

∫︁
𝐴

E [E[𝜉|𝒟2]|𝒟1] 𝑑P,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî 𝒟1-èçìåðèìûå ôóíêöèè E[𝜉|𝒟1] è E [E[𝜉|𝒟2]|𝒟1] ñîâïàäàþò ñ âåðîÿòíîñòüþ 1.

8. Åñëè 𝒟1 ⊇ 𝒟2, òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 1
E [E[𝜉|𝒟2]|𝒟1] = E[𝜉|𝒟2].

Äåéñòâèòåëüíî, E[𝜉|𝒟2] ÿâëÿåòñÿ 𝒟2-èçìåðèìîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé, à çíà÷èò, è 𝒟1-èçìåðèìîé. Êðîìå
òîãî, ∫︁

𝐴

E [E[𝜉|𝒟2]|𝒟1] 𝑑P =

∫︁
𝐴

E[𝜉|𝒟2]𝑑P.

Çíà÷èò, E[𝜉|𝒟2] ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç âàðèàíòîâ óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ E [E[𝜉|𝒟2]|𝒟1].

9. Ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 âûïîëíåíî ðàâåíñòâî E [E[𝜉|𝒟]] = E𝜉. Äàííîå ñâîéñòâî ñëåäóåò èç ñâîéñòâà 7, åñëè âçÿòü
𝒟1 = 𝒟* = {∅,Ω} è 𝒟2 = 𝒟 è âîñïîëüçîâàòüñÿ ñâîéñòâîì 5.

10. Åñëè äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû 𝜉 îïðåäåëåíî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå E𝜉 è îíà íå çàâèñèò îò 𝜎-àëãåáðû
𝒟 (òî åñòü íå çàâèñèò îò I𝐴 äëÿ âñåõ 𝐴 ∈ 𝒟), òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 1

E[𝜉|𝒟] = E𝜉.

Ýòî òàê, ïîñêîëüêó E𝜉 ÿâëÿåòñÿ 𝒟-èçìåðèìîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé è âåðíà öåïî÷êà ðàâåíñòâ∫︁
𝐴

𝜉𝑑P = E[𝜉I𝐴] = E𝜉 · EI𝐴 = E𝜉 · P{𝐴} =

∫︁
𝐴

E𝜉𝑑P.

11. Åñëè 𝜂 � 𝒟-èçìåðèìàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, E|𝜂| < ∞ è E|𝜉𝜂| < ∞, òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 1

E[𝜉𝜂|𝒟] = 𝜂E[𝜉|𝒟].

Â ÷àñòíîñòè,
E[𝜉𝜂|𝜂] = 𝜂E[𝜉|𝒟]

ñ âåðîÿòíîñòüþ 1. Äàííîå ñâîéñòâî äîêàçûâàåòñÿ ñíà÷àëà äëÿ ïðîñòûõ ôóíêöèé 𝜂, à ïîòîì äëÿ ïðîèç-
âîëüíûõ 𝒟-èçìåðèìûõ ôóíêöèé ïóò¼ì ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà.

Определение 5. Ïóñòü 𝜉 è 𝜂 � ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû è E𝜉 îïðåäåëåíî.Условным математическим ожида-

нием случайной величины 𝜉 при условии, что 𝜂 = 𝑦 íàçûâàåòñÿ áîðåëåâñêàÿ ôóíêöèÿ E[𝜉|𝜂 = 𝑦]
def
= 𝑚(𝑦)

òàêàÿ, ÷òî ∫︁
{𝜔∈Ω|𝜂(𝜔)∈𝐵}

𝜉(𝜔)𝑑P(𝜔) =

∫︁
𝐵

𝑚(𝑦)𝑑P𝜂(𝑦), ∀𝐵 ∈ ℬ(R).

Ñóùåñòâîâàíèå òàêîé ôóíêöèè ïîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íûìè ðàññóæäåíèÿìè ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðåìû
Ðàäîíà-Íèêîäèìà, ÷òî è ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñóùåñòâîâàíèÿ óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ îòíîñè-
òåëüíî 𝜎-àëãåáðû.

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó î çàìåíå ïåðåìåííûõ ïîä çíàêîì èíòåãðàëà Ëåáåãà, ïîëó÷èì, ÷òî∫︁
{𝜔∈Ω|𝜂(𝜔)∈𝐵}

𝜉(𝜔)𝑑P(𝜔) =

∫︁
𝐵

𝑚(𝑦)𝑑P𝜂(𝑦) =

∫︁
{𝜔∈Ω|𝜂(𝜔)∈𝐵}

𝑚(𝜂(𝜔))𝑑P(𝜔), ∀𝐵 ∈ ℬ(R).

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà𝑚(𝜂) ÿâëÿåòñÿ 𝒟𝜂-èçìåðèìîé, à ìíîæåñòâàìè {𝜔 ∈ Ω | 𝜉(𝜔) ∈ 𝐵}𝐵 ∈ ℬ(R) èñ÷åðïûâàþòñÿ
âñå ìíîæåñòâà èç 𝒟𝜂. Ñëåäîâàòåëüíî, 𝑚(𝜂) = E[𝜉|𝜂] ñ âåðîÿòíîñòüþ 1. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìîæíî âîññòàíîâèòü
E[𝜉|𝜂], çíàÿ E[𝜉|𝜂 = 𝑦], è, íàîáîðîò, ïî E[𝜉|𝜂] ìîæíî íàéòè E[𝜉|𝜂 = 𝑦].

Ãðóïïà 675. Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé. 5 ñåìåñòð.



Óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå (ïðîäîëæåíèå). Ñòðàíèöà 5

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé ℬ(R2)-èçìåðèìîé ôóíêöèè 𝜙(𝑥, 𝑦) è íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí 𝜉 è 𝜂
òàêèõ, ÷òî E|𝜙(𝜉, 𝜂)| < ∞, òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 1

E[𝜙(𝜉, 𝜂)|𝜂 = 𝑦] = E[𝜙(𝜉, 𝑦)].

Äàííûé ôàêò îêàçûâàåòñÿ î÷åíü ïîëåçíûì ïðè ðåøåíèè çàäà÷, íî ìû åãî îñòàâèì áåç äîêàçàòåëüñòâà.

Определение 6. Условной вероятностью события 𝐴 ∈ ℱ при условии, что 𝜂 = 𝑦 áóäåì íàçûâàòü
расширенную случайную величину

P{𝐴|𝜂 = 𝑦} def
= E[I𝐴|𝜂 = 𝑦].

Çàìåòèì, ÷òî èç äàííîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò îïðåäåëåíèå óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè P{𝐴|𝜂 = 𝑦}, äàííîå íà ïÿòîì
ñåìèíàðå:

P {𝐴 ∩ {𝜔 ∈ Ω | 𝜂(𝜔) ∈ 𝐵}} =

∫︁
𝐵

P{𝐴|𝜂 = 𝑦}𝑑P𝜂(𝑦), ∀𝐵 ∈ ℬ(R).

Пример 1. Ïóñòü (𝜉, 𝜂) � ïàðà ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, èìåþùèõ ñîâìåñòíîå àáñîëþòíî íåïðåðûâíîå ðàñïðåäå-
ëåíèå ñ ïëîòíîñòüþ 𝑓𝜉,𝜂(𝑥, 𝑦). Ïóñòü 𝑓𝜉(𝑥) è 𝑓𝜂(𝑦) � ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ 𝜉 è 𝜂 ñîîòâåòñòâåííî. Òåïåðü ìû
ãîòîâû îáîñíîâàòü ôàêò ñ ïÿòîãî ñåìèíàðà, ÷òî ïëîòíîñòü óñëîâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ 𝜉|𝜂 ðàâíà

𝑓𝜉|𝜂(𝑥|𝑦) = 𝑔(𝑥, 𝑦),

ãäå 𝑔(𝑥, 𝑦) =
𝑓𝜉,𝜂(𝑥,𝑦)
𝑓𝜂(𝑦)

, ïðè÷¼ì 𝑔(𝑥, 𝑦) ïîëîæèì ðàâíîé íóëþ, åñëè 𝑓𝜂(𝑦) = 0. Èíûìè ñëîâàìè, íàì íóæíî
ïîêàçàòü, ÷òî

P{𝜉 ∈ 𝐶|𝜂 = 𝑦} =

∫︁
𝐶

𝑔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥, ∀𝐶 ∈ ℬ(R).

Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ îïðåäåëåíèåì óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè:

P {{𝜔 ∈ Ω | 𝜉(𝜔) ∈ 𝐶} ∩ {𝜔 ∈ Ω | 𝜂(𝜔) ∈ 𝐵}} =

∫︁
𝐵

P{𝜉 ∈ 𝐶|𝜂 = 𝑦}𝑑P𝜂(𝑦), ∀𝐵 ∈ ℬ(R).

Èñïîëüçóÿ теорему Фубини, ïîëó÷èì∫︀
𝐵

[︂∫︀
𝐶

𝑔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥

]︂
𝑑P𝜂(𝑦) =

∫︀
𝐵

[︂∫︀
𝐶

𝑔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥

]︂
𝑑P𝜂(𝑦)

=
∫︀
𝐵

[︂∫︀
𝐶

𝑔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥

]︂
𝑓𝜂(𝑦)𝑑𝑦

=
∫︀

𝐶×𝐵

𝑔(𝑥, 𝑦) =
𝑓𝜉,𝜂(𝑥,𝑦)
𝑓𝜂(𝑦)

𝑓𝜂(𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦

=
∫︀

𝐶×𝐵

𝑓𝜉,𝜂(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦

= P{𝜉 ∈ 𝐶, 𝜂 ∈ 𝐵},

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

P{𝜉 ∈ 𝐶|𝜂 = 𝑦} =

∫︁
𝐶

𝑔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥, ∀𝐶 ∈ ℬ(R).

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

E[𝜉|𝜂 = 𝑦] =

∫︁
R

𝑥𝑓𝜉|𝜂(𝑥|𝑦)𝑑𝑥.

Замечание 4. Åñëè â îïðåäåëåíèè P{𝐴|𝜂 = 𝑦} âçÿòü 𝐵 = R, òî ïîëó÷èì формулу полной вероятности:

P{𝐴} =

∫︁
R

P{𝐴|𝜂 = 𝑦}𝑑P𝜂(𝑦).
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Íàïðèìåð, åñëè 𝐴 = {𝜔 ∈ Ω|𝜙(𝜉, 𝜂) < 0} def
= {𝜙(𝜉, 𝜂) < 0}, ãäå 𝜙(𝑥, 𝑦) � íåêîòîðàÿ áîðåëåâñêàÿ ôóíêöèÿ, à 𝜉 è

𝜂 � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, òî

P{𝜙(𝜉, 𝜂) < 0} =

∫︁
R

P{𝜙(𝜉, 𝜂) < 0|𝜂 = 𝑦}𝑑P𝜂(𝑦) =

∫︁
R

P{𝜙(𝜉, 𝑦) < 0}𝑑P𝜂(𝑦).
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