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Случайная величина

Определение 1. Ïóñòü (𝑋,ℱ𝑥) è (𝑌,ℱ𝑌 ) � äâà èçìåðèìûõ ïðîñòðàíñòâà. Îòîáðàæåíèå 𝑇 : 𝑋 → 𝑌 íàçûâàåòñÿ
измеримым, åñëè äëÿ ëþáîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà 𝐴 ∈ ℱ𝑌 åãî ïðîîáðàç

𝑇−1(𝐴)
def
= {𝑥 ∈ 𝑋 | 𝑇 (𝑥) ∈ 𝐴}

òîæå èçìåðèì, òî åñòü 𝑇−1(𝐴) ∈ ℱ𝑋 .

Определение 2. Ïóñòü äàíî âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî (Ω,ℱ ,P).Случайной величиной 𝜉 áóäåì íàçûâàòü
èçìåðèìóþ (борелевскую) ôóíêöèþ 𝜉 : Ω → R èç (Ω,ℱ) â (R,ℬ), ãäå ℬ � áîðåëåâñêàÿ 𝜎-àëãåáðà íà R.

Упражнение 1. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ Ω, ôóíêöèè 𝜉 : Ω → R è äâóõ
òàêèõ 𝜎-àëãåáð, ÷òî 𝜉 ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé äëÿ îäíîãî èçìåðèìîãî ïðîñòðàíñòâà, íî íå ÿâëÿåòñÿ äëÿ
äðóãîãî.

Решение. Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî èñõîäîâ áðîñàíèÿ êîñòè Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6} è äâå 𝜎-àëãåáðû: ℱ1 = {Ω,∅}
(òðèâèàëüíàÿ 𝜎-àëãåáðà) è ℱ2 = 2Ω (ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ). Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ 𝜉 : Ω → R, çàäàííóþ
íà ýëåìåíòàõ 𝜔 ∈ Ω ñëåäóþùèì îáðàçîì: 𝜉(𝜔) = 𝜔 mod 2. Òîãäà îòíîñèòåëüíî âòîðîé 𝜎-àëãåáðû 𝜉 ÿâëÿåòñÿ
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé, íî íå ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé îòíîñèòåëüíî ïåðâîé 𝜎-àëãåáðû, ò. ê. ïðîîáðàç
áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà {0} ðàâåí 𝜉−1({0}) = {2, 4, 6} ̸∈ ℱ1.

Определение 3. Распределением случайной величины 𝜉 íàçûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà P𝜉 íà áîðåëåâ-
ñêîé 𝜎-àëãåáðå ℬ òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî 𝐵 ∈ ℬ

P𝜉{𝐵} = P{𝜉 ∈ 𝐵} def
= P

{︀
𝜉−1(𝐵)

}︀
.

Èíîãäà âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó P𝜉 íàçûâàþò îáðàçîì ìåðû P ïðè îòîáðàæåíèè 𝜉. Åñëè P𝜉 = 𝜇, òî áóäåì ãîâîðèòü,
÷òî 𝜉 ðàñïðåäåëåíà ñîãëàñíî 𝜇: 𝜉 ∼ 𝜇.

Замечание 1. Ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû îïðåäåëåíî ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæåñòâà íóëåâîé ìåðû. Ñëó-
÷àéíûå âåëè÷èíû, êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ íà ìíîæåñòâå ìåðû íóëü, áóäåì íàçûâàòü эквивалентными.

Определение 4. Минимальная 𝜎-алгебра, порождённая случайной величиной 𝜉, � ýòî ìèíèìàëüíàÿ
𝜎-àëãåáðà, ñîäåðæàùàÿ ïðîîáðàçû âñåõ áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ:

𝜎(𝜉)
def
= 𝜎

(︀
{𝜉−1(𝐵) | 𝐵 ∈ ℬ}

)︀
= {𝜉−1(𝐵) | 𝐵 ∈ ℬ}.
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Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî â îïðåäåëåíèè êîððåêòíî, ïîñêîëüêó âçÿòèå ïîëíîãî ïðîîáðàçà ñîõðàíÿåò îïåðàöèè íàä
ìíîæåñòâàìè, à èìåííî:

1) 𝜉−1(𝐵) = 𝜉−1(𝐵);

2) 𝜉−1

(︂⋃︀
𝑖

𝐵𝑖

)︂
=

⋃︀
𝑖

𝜉−1(𝐵𝑖).

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëíûé ïðîîáðàç 𝜎-àëãåáðû òîæå ÿâëÿåòñÿ 𝜎-àëãåáðîé.

Определение 5. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû 𝜉 è 𝜂 íàçûâàþòñÿ независимыми, åñëè íåçàâèñèìû ïîðîæä¼ííûå
èìè ìèíèìàëüíûå 𝜎-àëãåáðû, ò. å. ëþáûå ñîáûòèÿ 𝐴 ∈ 𝜎(𝜉), 𝐵 ∈ 𝜎(𝜂). Ýòî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî äëÿ ëþáûõ
áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ 𝐵1, 𝐵2 âûïîëíÿåòñÿ

P{𝜉 ∈ 𝐵1, 𝜂 ∈ 𝐵2} = P{𝜉 ∈ 𝐵1}P{𝜂 ∈ 𝐵2}.

Определение 6. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû 𝜉1, 𝜉2, . . . , 𝜉𝑛 íàçûâàþòñÿ независимыми в совокупности, åñëè íåçà-
âèñèìû â ñîâîêóïíîñòè ïîðîæä¼ííûå èìè ìèíèìàëüíûå 𝜎-àëãåáðû, ò. å. ëþáûå ñîáûòèÿ 𝐴1 ∈ 𝜎(𝜉1), . . . , 𝐴𝑛 ∈
𝜎(𝜉𝑛). Ýòî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî äëÿ ëþáûõ áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ 𝐵1, . . . , 𝐵𝑛 âûïîëíÿåòñÿ

P{𝜉1 ∈ 𝐵1, . . . , 𝜉𝑛 ∈ 𝐵𝑛} = P{𝜉1 ∈ 𝐵1} . . .P{𝜉𝑛 ∈ 𝐵𝑛}.

Функция и плотность распределения

Теорема 1. (Лебег) Ïóñòü 𝜈 � ñòàíäàðòíàÿ ìåðà Ëåáåãà íà R, 𝜇 � íåêîòîðàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà, çàäàííàÿ
íà áîðåëåâñêîé 𝜎-àëãåáðå íà R. Òîãäà 𝜇 ìîæíî îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû òð¼õ ìåð 𝜇 = 𝜇𝑑+𝜇𝑠+𝜇𝑎𝑐,
ãäå

1) 𝜇𝑑 � дискретная мера, ò. å. ñóùåñòâóåò íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî òî÷åê 𝐴 = {𝑎1, 𝑎2, . . .} ∈ ℬ, ÷òî
𝜇𝑑(𝐴) = 𝜇𝑑(R) (èíûìè ñëîâàìè, ìåðà ñîñðåäîòî÷åíà â íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíîì ÷èñëå òî÷åê),

2) 𝜇𝑠 � сингулярная мера, ò. å. ñóùåñòâóåò òàêîå áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî 𝑆, ÷òî 𝜈(𝑆) = 0 è 𝜇𝑠(𝑆) = 𝜇𝑠(R),
ïðè÷¼ì äëÿ ëþáîé òî÷êè 𝑥 ∈ R å¼ ìåðà ðàâíà íóëþ 𝜇𝑠({𝑥}) = (áåçàòîìíîñòü),

3) 𝜇𝑎𝑐 � абсолютно непрерывная мера, ò. å. äëÿ ëþáîãî áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà 𝐴 èç 𝜈(𝐴) = 0 ñëåäóåò
𝜇𝑎𝑐(𝐴) = 0; ïî òåîðåìå Ðàäîíà-Íèêîäèìà ýòî ýêâèâàëåíòíî ñóùåñòâîâàíèþ òàêîé íåîòðèöàòåëüíîé èç-
ìåðèìîé ôóíêöèè 𝑓 : R → R, ÷òî äëÿ ëþáîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà 𝐵 âûïîëíÿåòñÿ 𝜇𝑎𝑐(𝐵) =

∫︀
𝐵

𝑓(𝑥)𝑑𝑥

(èíòåãðàë Ëåáåãà); ôóíêöèÿ 𝑓 íàçûâàåòñÿ плотностью меры (èëè ïðîèçâîäíîé Ðàäîíà-Íèêîäèìà), è
îíà îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæåñòâà íóëåâîé ëåáåãîâîé ìåðû.

Доказательство. Äàííóþ òåîðåìó ìû îñòàâèì áåç äîêàçàòåëüñòâà. Äîñòàòî÷íî êîðîòêîå äîêàçàòåëüñòâî ìîæ-
íî íàéòè â [Коралов, §3.3, Теорема 3.16]

Çàìåòèì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå дискретной ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû 𝜉, ò. å. ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, ïðèíèìàþùåé çíà-
÷åíèÿ èç íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíîãî ìíîæåñòâà {𝑥1, 𝑥2, . . .} ⊆ R, îäíîçíà÷íî çàäà¼òñÿ å¼функцией вероятности, ò.
å. çíà÷åíèÿìè P{𝑋 = 𝑥𝑖}. Â îáùåì ñëó÷àå ðàñïðåäåëåíèå îïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ функции распределения.

Определение 7. Функцией распределения ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû 𝜉 íàçûâàåòñÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ 𝐹𝜉 : R →
[0, 1], ÷òî 𝐹𝜉(𝑥) = P{𝜉 < 𝑥}.

Ñîîòâåòñòâèå ìåæäó âåðîÿòíîñòíûìè ìåðàìè è ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íûì.

Âîîáùå ãîâîðÿ, 𝐹𝜉 çàäà¼ò ìåðó P𝐹 íà àëãåáðå ïðîìåæóòêîâ𝒜: P𝐹 {[𝑎1, 𝑏1)∪. . .∪[𝑎𝑛, 𝑏𝑛)} def
=

𝑛∑︀
𝑖=1

(𝐹 (𝑏𝑖)−𝐹 (𝑎𝑖)). Ýòà

ìåðà ñ÷¼òíî-àääèòèâíà, ïîýòîìó îäíîçíà÷íî ïðîäîëæàåòñÿ íà áîðåëåâñêóþ 𝜎-àëãåáðó ïî теореме Каратеодори

о продолжении меры (ñì. [Коралов, §3.4, Теорема 3.19]) ñëåäóþùèì îáðàçîì: P𝐹 {𝐴} def
= inf{

∑︀
𝑖

P𝐹 {𝐵𝑖} |

𝐴 ⊆
⋃︀
𝑖

𝐵𝑖, 𝐵𝑖 ∈ 𝒜}.

Òàêæå âåðíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, êîòîðóþ ìû ðàññìîòðèì áåç äîêàçàòåëüñòâà.
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Теорема 2. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû 𝜉1, . . . , 𝜉𝑛 íåçàâèñèìû â ñîâîêóïíîñòè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáûõ
𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 ∈ R âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

P{𝜉 < 𝑥1, . . . , 𝜉𝑛 < 𝑥𝑛} =

𝑛∏︁
𝑖=1

𝐹𝜉𝑖(𝑥𝑖).

Âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà îòðåçêîâ è èíòåðâàëîâ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1) P{𝜉 6 𝑎} = lim
𝑡→+0

P{𝜉 < 𝑎 + 𝑡} = 𝐹𝜉(𝑥 + 0);

2) P{𝜉 > 𝑎} = 1 − P{𝜉 < 𝑎} = 1 − 𝐹𝜉(𝑎);

3) P{𝜉 > 𝑎} = 1 − P{𝜉 6 𝑎} = 1 − 𝐹𝜉(𝑎 + 0);

4) P{𝑎 < 𝜉 < 𝑏} = P{𝜉 < 𝑏} − P{𝜉 6 𝑎} = 𝐹𝜉(𝑏) − 𝐹𝜉(𝑎 + 0);

5) P{𝑎 6 𝜉 6 𝑏} = P{𝜉 6 𝑏} − P{𝜉 < 𝑎} = 𝐹𝜉(𝑏 + 0) − 𝐹𝜉(𝑎);

6) P{𝑎 6 𝜉 < 𝑏} = P{𝜉 < 𝑏} − P{𝜉 < 𝑎} = 𝐹𝜉(𝑏) − 𝐹𝜉(𝑎);

7) P{𝑎 < 𝜉 6 𝑏} = P{𝜉 6 𝑏} − P{𝜉 6 𝑎} = 𝐹𝜉(𝑏 + 0) − 𝐹𝜉(𝑎 + 0).

Ïåðå÷èñëèì è äîêàæåì свойства функции распределения.

1. 𝐹𝜉(𝑥) ÿâëÿåòñÿ íåóáûâàþùåé ôóíêöèåé. Äåéñòèâèòåëüíî, â ñèëó {𝜉 < 𝑥} ⊆ {𝜉 < 𝑦} äëÿ 𝑥 < 𝑦 è â ñèëó
ìîíîòîííîñòè âåðîÿòíîñòè ïîëó÷àåì, ÷òî 𝐹𝜉(𝑥) 6 𝐹𝜉(𝑦).

2. lim
𝑥→−∞

𝐹𝜉(𝑥) = 0 è lim
𝜉→+∞

𝐹𝜉(𝑥) = 1. Äîêàæåì ïåðâîå ðàâåíñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü {𝑥𝑛}∞𝑛=1, ìîíîòîííî ñòðåìÿùóþÿñÿ ê −∞: 𝑥𝑛
𝑛→∞−−−−→ [−∞], 𝑥𝑛 > 𝑥𝑛+1. Ðàññìîòðèì ñîáûòèÿ

𝐵𝑛 = {𝜉 < 𝑥𝑛}. Òîãäà 𝐵𝑖 ⊇ 𝐵𝑖+1. Çàìåòèì, ÷òî
∞⋂︀

𝑛=1
𝐵𝑛 = ∅. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó íåïðåðûâíîñòè âå-

ðîÿòíîñòè, ïîëó÷àåì, ÷òî 0 = P{
∞⋂︀

𝑛=1
𝐵𝑛} = lim

𝑛→∞
P{𝐵𝑛} = lim

𝑛→∞
𝐹𝜉(𝑥𝑛). Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïîëó÷àåì lim
𝑥→−∞

𝐹𝜉(𝑥) = 0. Âòîðîå ðàâåíñòâî äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

3. 𝐹𝜉(𝑥) íåïðåðûâíà ñëåâà âî âñåõ òî÷êàõ R: ∀𝑥 ∈ R →˓ lim
𝑡→𝑥−0

𝐹𝜉(𝑡) = 𝐹𝜉(𝑥). Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ

âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 𝑡𝑛, ñòðåìÿùóþñÿ ê 𝑥, è ðàññìîòðèì ñîáûòèÿ 𝐵𝑛 = {𝑡𝑛 6 𝜉 < 𝑥}.
Òîãäà 𝐵𝑛 ⊇ 𝐵𝑛+1 äëÿ ëþáîãî 𝑛 è

∞⋂︀
𝑛=1

𝐵𝑛 = ∅, à èç òåîðåìû íåïðåðûâíîñòè âåðîÿòíîñòè ïîëó÷àåì,

÷òî 0 = P{
∞⋂︀

𝑛=1
𝐵𝑛} = lim

𝑛→∞
P{𝐵𝑛} = lim

𝑛→∞
P{𝑡𝑛 6 𝜉 < 𝑥}. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà âîçðàñòàþùåé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 𝑡𝑛 ïîëó÷àåì îòñþäà, ÷òî 0 = lim
𝑡→𝑥−0

P{𝑡 6 𝜉 < 𝑥} = lim
𝑡→𝑥−0

(𝐹𝜉(𝑥) − 𝐹𝜉(𝑡)) = 𝐹𝜉(𝑥) −
lim

𝑡→𝑥−0
𝐹𝜉(𝑡).

Ñëåäóþùóþ òåîðåìó ðàññìîòðèì áåç äîêàçàòåëüñòâà.

Теорема 3. Åñëè ôóíêöèÿ 𝐹 : R → [0, 1] óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâàì 1-3, òî îíà ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëå-
íèÿ íåêîòîðîé ñëó÷àéíî âåëè÷èíû.

Êîãäà ìû ðàññìàòðèâàëè òåîðåìó Ëåáåãà, òî óáåäèëèñü (ïîâåðèëè), ÷òî âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà íà R îäíîçíà÷íî
ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû äèñêðåòíîé, ñèíãóëÿðíîé è àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé ìåð. Ñîîòâåòñòâåííî, ñó-
ùåñòâóþò äèñêðåòíûå, ñèíãóëÿðíûå è àáñîëþòíî íåïðåðûâíûå ðàñïðåäåëåíèÿ, à òàêæå èõ ñìåñè. Â ðàìêàõ
íàøåãî êóðñà îñíîâíîå âíèìàíèå áóäåò óäåëåíî äèñêðåòíûì è àáñîëþòíî íåïðåðûâíûì ðàñïðåäåëåíèÿì, òî
åñòü ðàñïðåäåëåíèÿì êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò äèñêðåòíûì è àáñîëþòíî íåïðåðûâíûì âåðîÿòíîñòíûì ìåðàì íà
R. Çàôèêñèðóåì îïðåäåëåíèÿ, êîòîðûìè è áóäåì äàëüøå ïîëüçîâàòüñÿ.
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Определение 8. Ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû 𝜉 íàçûâàåòñÿ дискретным, åñëè 𝜉 ìîæåò ïðèíèìàòü
êîíå÷íîå èëè ñ÷¼òíîå ÷èñëî çíà÷åíèé 𝑥1, 𝑥2, . . . òàêèõ, ÷òî

𝑝𝑘 = P{𝜉 = 𝑥𝑘} > 0,
∑︁
𝑘

𝑝𝑘 = 1.

Определение 9. Ðàñïðåäåëåíèå P ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû 𝜉 íàçûâàåòñÿ абсолютно непрерывным (îòíîñè-
òåëüíî ìåðû Ëåáåãà), åñëè ñóùåñòâóåò òàêà íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ 𝑓(𝑥), ÷òî äëÿ ëþáîãî áîðåëåâñêîãî
ìíîæåñòâà 𝐵

P{𝜉 ∈ 𝐵} =

∫︁
𝐵

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 (èíòåãðàë Ëåáåãà).

Ôóíêöèÿ 𝑓(𝑥) íàçûâàåòñÿ плотностью распределения.

Примеры распределений

Пример 1. Ïðèìåðû äèñêðåòíûõ ðàñïðåäåëåíèé:

1) ðàñïðåäåëåíèå Áåðíóëëè: 𝜉 ∼ Be(𝑝) ⇔ P{𝜉 = 𝑘} = 𝑝𝑘(1 − 𝑝)1−𝑘, 𝑘 ∈ {0, 1};

2) áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå: 𝜉 ∼ Binom(𝑛, 𝑝) ⇔ P(𝜉 = 𝑘) =
(︀
𝑛
𝑘

)︀
𝑝𝑘(1 − 𝑝)𝑛−𝑘, 𝑘 ∈ {0, 1, . . . , 𝑛};

3) ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà: 𝜉 ∼ Poisson(𝜆) ⇔ P(𝜉 = 𝑘) = 𝜆𝑘

𝑘! 𝑒
−𝜆, 𝑘 ∈ Z+;

4) ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå: 𝜉 ∼ Geom(𝑝) ⇔ P(𝜉 = 𝑘) = 𝑝(1 − 𝑝)𝑘, 𝑘 ∈ Z+;

5) îòðèöàòåëüíîå áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå: 𝜉 ∼ NB(𝑛, 𝑝): P(𝜉 = 𝑘) = 𝐶𝑘
𝑘+𝑛−1𝑝

𝑛(1 − 𝑝)𝑘, 𝑘 ∈ Z+.

Пример 2. Ïðèìåðû íåïðåðûâíûõ ðàñïðåäåëåíèé:

1) ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà îòðåçêå: 𝜉 ∼ 𝒰 [𝑎, 𝑏] ⇔ 𝑓(𝑥) = 1
𝑏−𝑎 , 𝑎 6 𝑥 6 𝑏;

2) íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå: 𝜉 ∼ 𝒩
(︀
𝑚,𝜎2

)︀
⇔ 𝑓(𝑥) = 1√

2𝜋𝜎
𝑒−

(𝑥−𝑚)2

2𝜎2 , 𝑥 ∈ R;

3) ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå: 𝜉 ∼ Exp(𝜆) ⇔ 𝑓(𝑥) = 𝜆𝑒−𝜆𝑥, 𝑥 > 0;

4) ðàñïðåäåëåíèå Êîøè: 𝜉 ∼ Ca(𝑚, 𝛾) ⇔ 𝑓(𝑥) = 1
𝜋

𝛾
(𝑥−𝑚)2+𝛾2 , 𝑥 ∈ R;

5) ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå: 𝜉 ∼ Gamma(𝛼, 𝜆) ⇔ 𝑓(𝑥) = 𝜆𝛼𝑥𝛼−1

Γ(𝛼) 𝑒−𝜆𝑥, 𝑥 > 0;

6) õè-êâàäðàò c 𝑛 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû 𝜉 ∼ 𝜒2(𝑛) = Gamma
(︀
𝑛
2 ,

1
2

)︀
⇔ 𝑓(𝑥) =

1
2

𝑛
2 𝑥

𝑛
2

−1

Γ(𝑛
2 )

𝑒−
𝑥
2 , 𝑥 > 0;

7) áåòà-ðàñïðåäåëåíèå: 𝜉 ∼ Beta(𝛼, 𝛽) ⇔ 𝑓(𝑥) = Γ(𝛼+𝛽)
Γ(𝛼)Γ(𝛽)𝑥

𝛼−1(1 − 𝑥)𝛽−1, 0 6 𝑥 6 1;

8) ëîãíîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå: 𝜉 ∼ log𝒩
(︀
𝑚,𝜎2

)︀
⇔ 𝑓(𝑥) = 1

𝑥
√
2𝜋𝜎

𝑒−
(ln 𝑥−𝑚)2

2𝜎2 , 𝑥 > 0.

Пример 3. Ðàññìîòðèì ñõåìó èñïûòàíèé Áåðíóëëè, â êîòîðîé âåðîÿòíîñòü óñïåõà ðàâíà 𝑝. Òîãäà ÷èñëî óñïå-
õîâ ïîñëå 𝑛 èñïûòàíèé � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ ðàñïðåäåëåíèåì Binom(𝑛, 𝑝).

Доказательство. Ïóñòü 𝜉1, 𝜉2, . . . íåçàâèñèìûå â ñîâîêóïíîñòè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, èìåþùèå ðàñïðåäåëåíèå

Be(𝑝), 𝑋𝑛 =
𝑛∑︀

𝑖=1

𝜉𝑖 � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ÷èñëó óñïåõîâ â ïåðâûõ 𝑛 èñïûòàíèÿõ. Òîãäà äëÿ

ëþáîãî 𝑘 ∈ [𝑛] = {1, 2, . . . , 𝑛} →˓ P{𝑋𝑛 = 𝑘} =
(︀
𝑛
𝑘

)︀
𝑝𝑘(1 − 𝑝)𝑛−𝑘 (âûáèðàåòñÿ 𝑘 ýëåìåíòîâ èç 𝑛 ýëåìåíòîâ,

ïîñëå ÷åãî èùåòñÿ âåðîÿòíîñòü, ÷òî âûáðàííûé íàáîð ñîñòîèò èç âñåõ óñïåõîâ, ïðîèçîøåäøèõ ñðåäè ïåðâûõ 𝑛
èñïûòàíèé).

Пример 4. Ðàññìîòðèì ñõåìó èñïûòàíèé Áåðíóëëè, â êîòîðîé âåðîÿòíîñòü óñïåõà ðàâíà 𝑝. Òîãäà ÷èñëî íåóäà÷
äî ïåðâîãî óñïåõà � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ ðàñïðåäåëåíèåì Geom(𝑝).
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Доказательство. Âíèìàòåëüíî ñìîòðèì íà îïðåäåëåíèÿ è ïîíèìàåì, ÷òî ýòî òàê.

Упражнение 2. (Çàäà÷à �51) Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà 𝜉 èìååò ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå Exp(𝜆). Ïî-
êàæèòå, ÷òî èìååò ìåñòî �îòñóòñòâèå ïîñëåäåéñòâèÿ�:

P{𝜉 > 𝑥 + 𝑦|𝜉 > 𝑥} = P{𝜉 > 𝑦}, 𝑥, 𝑦 > 0.

Доказательство. Äåéñòâèòåëüíî,

P{𝜉 > 𝑥 + 𝑦|𝜉 > 𝑥} =
P{𝜉 > 𝑥 + 𝑦, 𝜉 > 𝑥}

P{𝜉 > 𝑥}
=

P{𝜉 > 𝑥 + 𝑦}
P{𝜉 > 𝑥}

=
𝑒−𝜆(𝑥+𝑦)

𝑒−𝜆𝑥
= 𝑒−𝜆𝑦 = P{𝜉 > 𝑦}.

Преобразование функции распределения и плотности распределения

при преобразованиях случайных величин

Ïóñòü 𝜉 � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, 𝜙(·) � áîðåëåâñêàÿ ôóíêöèÿ è 𝜂 = 𝜙(𝜉). Òîãäà 𝜂 òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíîé è

𝐹𝜂(𝑦) = P{𝜂 < 𝑦} = P{𝜙(𝜉) < 𝑦} = P{𝜉 ∈ 𝜙−1 ((−∞, 𝑦))}.
Åñëè 𝜙(·) � íåïðåðûâíàÿ âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ, òî ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ è

𝐹𝜂(𝑦) = P{𝜂 < 𝑦} = P{𝜙(𝜉) < 𝑦} = P
{︀
𝜉 < 𝜙−1(𝑦)

}︀
= 𝐹𝜉

(︀
𝜙−1(𝑦)

)︀
,

Åñëè äîïîëíèòåëüíî 𝜉 àáñîëþòíî íåïðåðûâíà, à 𝜙(·) äèôôåðåíöèðóåìà, 𝑦 = 𝜙(𝑥) è 𝜙′(𝑥) ̸= 0 äëÿ ïî÷òè âñåõ
𝑥, òî ñóùåñòâóåò ïëîòíîñòü 𝑓𝜂(𝑦), ïðè÷åì

𝑓𝜂(𝑦) =
𝑓𝜉(𝑥)

|𝜙′(𝑥)|
.

Â îáùåì ñëó÷àå

𝑓𝜂(𝑦) =
∑︁

𝑥:𝜙(𝑥)=𝑦

𝑓𝜉(𝑥)

|𝜙′(𝑥)|
.

Äàííóþ ôîðìóëó ìîæíî ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ òåîðåìó î çàìåíå ïåðåìåííûõ â èíòåãðàëå è îïðåäåëåíèå ïëîò-
íîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ.

Упражнение 3. Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà 𝜉 èìååò íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ 𝐹 . Ïîêàçàòü, ÷òî
ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà 𝐹 (𝜉) èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà îòðåçêå [0, 1].

Доказательство. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî 𝑥 ∈ [0, 1]. Òîãäà â ñèëó ìîíîòîííîñòè è íåïðåðûâíîñòè
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

P{𝐹 (𝜉) < 𝑥} = P{𝜉 < 𝐹−1(𝑥)} = 𝐹
(︀
𝐹−1(𝑥)

)︀
⇒ 𝐹 (𝜉) ∈ 𝒰 [0, 1],

ãäå 𝐹−1(𝑥) = inf{𝑦 | 𝐹 (𝑦) = 𝑥}.

Упражнение 4. Ïóñòü 𝜉 ∼ 𝒰 [0, 1], 𝐹 � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íåêîòîðîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.
Îïðåäåëèì

𝐹−1(𝑦) = inf{𝑥 | 𝐹 (𝑥) = 𝑦}.
Ïîêàçàòü, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà 𝐹−1(𝜉) èìååò ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ 𝐹 .

Доказательство. Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó íåïðåðûâíîñòè 𝐹 ìû èìååì: 𝐹
(︀
𝐹−1(𝑦)

)︀
= 𝑦. Êðîìå òîãî, çàìåòèì, ÷òî

â ñèëó íåóáûâàíèÿ ôóíêöèè 𝐹 âûïîëíÿåòñÿ:

𝐹−1(𝑦) < 𝑧 ⇔ 𝑦 < 𝐹 (𝑧).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
P{𝐹−1(𝜉) < 𝑥} = P{𝜉 < 𝐹 (𝑥)} = 𝐹 (𝑥),

òàê êàê 𝜉 ∼ 𝒰 [0, 1].
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