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Формула включений-исключений

Теорема 1. Формула включений-исключений. Ïóñòü (Ω,ℱ ,P) � âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî, {𝐴𝑖}𝑛𝑖=1 ⊆
ℱ � êîíå÷íûé íàáîð ñîáûòèé. Ïóñòü [𝑛] = {1, 2, . . . , 𝑛}, è äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîäìíîæåñòâà èíäåêñîâ 𝐽 ⊆ [𝑛]
îïðåäåëèì ñîáûòèå 𝐵𝐽 =

⋂︀
𝑖∈𝐽

𝐴𝑖. Òîãäà ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà, íàçûâàåìàÿ ôîðìóëîé âêëþ÷åíèé-

èñêëþ÷åíèé:

P
{︂

𝑛⋃︀
𝑖=1

𝐴𝑖

}︂
=
∑︀

𝐽⊆[𝑛]

(−1)|𝐽|+1P {𝐵𝐽}

=
𝑛∑︀

𝑖=1

P{𝐴𝑖} −
∑︀

16𝑖<𝑗6𝑛

P{𝐴𝑖 ∩𝐴𝑗} + . . . + (−1)𝑛+1P{𝐴1 ∩𝐴2 ∩ . . . ∩𝐴𝑛}.

Доказательство. Äîêàæåì ôîðìóëó âêëþ÷åíèé-èñêëþ÷åíèé èíäóêöèåé ïî 𝑛.
База индукции: 𝑛 = 2. Äëÿ ñëó÷àÿ 𝑛 = 2 îïðåäåëèì ñîáûòèÿ 𝐶1 = 𝐴1 ∖ 𝐴2, 𝐶2 = 𝐴1 ∩ 𝐴2, 𝐶3 = 𝐴2 ∖ 𝐴1,
îáëàäàþùèìè ñëåäóþøèìè ñâîéñòâàìè:

1) 𝐶𝑖 ∩ 𝐶𝑗 = ∅ äëÿ 𝑖 ̸= 𝑗;

2) 𝐴1 ∪𝐴2 = 𝐶1 ∪ 𝐶2 ∪ 𝐶3, 𝐴1 = 𝐶1 ∪ 𝐶2, 𝐴2 = 𝐶2 ∪ 𝐶3.

Îòñþäà è èç ñ÷¼òíîé àääèòèâíîñòè âåðîÿòíîñòíîé ìåðû ïîëó÷àåì

P{𝐴1 ∪𝐴2} = P{𝐶1 ∪ 𝐶2 ∪ 𝐶3} = P{𝐶1} + P{𝐶2} + P{𝐶3} = (P{𝐶1} + P{𝐶2}) + (P{𝐶3} + P{𝐶2}) − P{𝐶2}
= P{𝐶1 ∪ 𝐶2⏟  ⏞  

𝐴1

} + P{𝐶2 ∪ 𝐶3⏟  ⏞  
𝐴2

} − P{ 𝐶2⏟ ⏞ 
𝐴1∩𝐴2

} = P{𝐴1} + P{𝐴2} − P{𝐴1 ∩𝐴2}.

Áàçà èíäóêöèè äîêàçàíà.
Шаг индукции. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôîðìóëà âêëþ÷åíèé-èñêëþ÷åíèé âåðíà äëÿ ïðîèçâîëüíûõ íàáîðîâ èç
íå áîëåå ÷åì 𝑛 − 1 ñîáûòèé, è äîêàæåì, ÷òî îíà âåðíà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàáîðà {𝐴𝑖}𝑛𝑖=1 èç 𝑛 ñîáûòèé.

Ðàññìàòðèâàÿ ôîðìóëó âêëþ÷åíèé-èñêë÷åíèé äëÿ ñîáûòèé
𝑛−1⋃︀
𝑖=1

𝐴𝑖 è 𝐴𝑛, êîòîðóþ ìû óæå äîêàçàëè, ïîëó÷èì

P

{︃
𝑛⋃︁

𝑖=1

𝐴𝑖

}︃
= P

{︃
𝑛−1⋃︁
𝑖=1

𝐴𝑖

}︃
+ P{𝐴𝑛} − P

{︃(︃
𝑛−1⋃︁
𝑖=1

𝐴𝑖

)︃
∩𝐴𝑛

}︃
= P

{︃
𝑛−1⋃︁
𝑖=1

𝐴𝑖

}︃
+ P{𝐴𝑛} − P

{︃
𝑛−1⋃︁
𝑖=1

(𝐴𝑖 ∩𝐴𝑛)

}︃
.

Ïðèìåíÿÿ ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè äëÿ íàáîðîâ ìíîæåñòâ {𝐴𝑖}𝑛−1
𝑖=1 è {𝐴𝑖 ∩𝐴𝑛}𝑛𝑖=1, ïîëó÷èì

P

{︃
𝑛⋃︁

𝑖=1

𝐴𝑖

}︃
=

𝑛∑︁
𝑖=1

P{𝐴𝑖} −
∑︁

16𝑖<𝑗6𝑛

P{𝐴𝑖 ∩𝐴𝑗} + . . . + (−1)𝑛+1P{𝐴1 ∩𝐴2 ∩ . . . ∩𝐴𝑛}.
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Упражнение 1. Ïîñëå îôèöèàëüíîé ÷àñòè ¾ïîñâÿòà¿ 𝑛 ïåðâîêóðñíèêîâ ñîáðàëèñü íà êóëüòóðíîå ÷àåïèòèå â
îäíîé èç êîìíàò ñåäüìîãî îáùåæèòèÿ. Êàæäûé èç ïåðâîêóðñíèêîâ îñòàâèë ñâîþ êóðòêó íà âåøàëêå â êîìíàòå.
Â 23:00 âñå âñïîìíèëè, ÷òî ïîðà ãîòîâèòüñÿ ê êîëëîêâèóìó ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó, è ïîáåæàëè â ñâîè
êîìíàòû, ÷òîáû ïîñêîðåå ïðîäîëæèòü áîòàòü. Ïðè ýòîì êàæäûé ñõâàòèë êóðòêó ñëó÷àéíî èç èìåþùèõñÿ, òàê
êàê íóæíî áûëî ñïåøèòü. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íè îäèí èç ïåðâîêóðñíèêîâ íå âçÿë ñâîþ êóðòêó, è
íàéäèòå ïðåäåë ýòîé âåðîÿòíîñòè ïðè 𝑛 → ∞.

Решение. Ýëåìåíòàðíûìè ñîáûòèÿìè â ýòîé çàäà÷å áóäåì ñ÷èòàòü âñå âîçìîæíûå ïåðåñòàíîâêè 𝑛 êóðòîê.
Âñåãî òàêèõ ïåðåñòàíîâîê 𝑛!. Ñ÷èòàåì, ÷òî âñå ïåðåñòàíîâêè ðàâíîâåðîÿòíû. Ïóñòü ñîáûòèå 𝐴𝑘 ñîîòâåòñòâóåò

òîìó, ÷òî 𝑘-é ïåðâîêóðñíèê âçÿë ñâîþ êóðòêó. Òîãäà P{𝐴𝑘} = (𝑛−1)!
𝑛! = 1

𝑛 , òàê êàê ïåðåñòàíîâîê, ïðè êîòîðûõ
𝑘-é ÷åëîâåê âçÿë ñâîþ êóðòêó, âñåãî (𝑛−1)!. Çàìåòèì, ÷òî ñîáûòèå 𝐴𝑖1∩𝐴𝑖2∩. . .∩𝐴𝑖𝑟 ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî 𝑖1-

é, 𝑖2-é, . . . , 𝑖𝑟-é ïåðâîêóðñíèêè âçÿëè ñâîè êóðòêè, à âåðîÿòíîñòü ýòîãî ñîáûòèÿ P{𝐴𝑖1 ∩𝐴𝑖2 ∩ . . .∩𝐴𝑖𝑟} = (𝑛−𝑟)!
𝑛! .

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî ∑︁
𝐽⊆[𝑛]:|𝐽|=𝑟

P{𝐵𝐽} =
(𝑛− 𝑟)!

𝑛!

(︂
𝑛

𝑟

)︂
=

1

𝑟!
,

ãäå 𝐵𝐽 =
⋂︀
𝑖∈𝐽

𝐴𝑖. Ïóñòü ñîáûòèå 𝐶, ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî íè îäèí èç ïåðâîêóðñíèêîâ íå âçÿë ñâîþ êóðòêó.

Òîãäà 𝐶 =
𝑛⋂︀

𝑖=1

𝐴𝑖 è

P{𝐶} = P{
𝑛⋂︀

𝑖=1

𝐴𝑖} = 1 − P{
𝑛⋃︀

𝑖=1

𝐴𝑖}

ф-ла вкл.-искл.
= 1 −

(︃
𝑛∑︀

𝑖=1

P{𝐴𝑖} −
∑︀

16𝑖<𝑗6𝑛

P{𝐴𝑖 ∩𝐴𝑗} + . . . + (−1)𝑛+1P{𝐴1 ∩ . . . ∩𝐴𝑛}

)︃
= 1 −

(︁
1 − 1

2! + 1
3! + . . . + (−1)𝑛+1

𝑛!

)︁
−−−−→
𝑛→∞

1 − 1
𝑒 .

Независимость событий

Âåçäå äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ íåêîòîðîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî (Ω,ℱ ,P).

Определение 1. Ñîáûòèÿ 𝐴 è 𝐵 íàçûâàþòñÿ независимыми, åñëè P{𝐴 ∩𝐵} = P{𝐴} · P{𝐵}.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè 𝐴 = ∅ èëè 𝐴 = Ω, òî îíî íåçàâèñèìî îò ëþáîãî ñîáûòèÿ 𝐵. Íà ñàìîì äåëå, âåðåí äàæå
÷óòü áîëåå îáùèé ðåçóëüòàò: åñëè P{𝐴} = 0 èëè P{𝐴} = 1, îò îíî íåçàâèñèìî îò ëþáîãî ñîáûòèÿ 𝐵 (подсказка:
â ïåðâîì ñëó÷àå âîñïîëüçóéòåñü ìîíîòîííîñòüþ âåðîÿòíîñòíîé ìåðû; âî âòîðîì ñëó÷àå ðàññìîòðèòå ñîáûòèÿ
𝐴 è 𝐵 ∖𝐴 è âåðîÿòíîñòü P{𝐴 ∪𝐵}).

Упражнение 2. Ïóñòü (𝐴,𝐵) � ïàðà íåçàâèñèìûõ ñîáûòèé. Ïîêàæèòå, ÷òî (𝐴,𝐵), (𝐴,𝐵), (𝐴,𝐵) � òàêæå
ïàðû íåçàâèñèìûõ ñîáûòèé.

Решение. Åñëè íåçàâèñèìû 𝐴 è 𝐵, òî

P{𝐴 ∩𝐵} = P{𝐵 ∖𝐴} = P{𝐵} − P{𝐴 ∩𝐵}
= P{𝐵} − P{𝐴} · P{𝐵} = P{𝐵}(1 − P{𝐴}) = P{𝐴} · P{𝐵},

ò.å. 𝐴 è 𝐵 íåçàâèñèìû. Ïîìåíÿâ ìåñòàìè 𝐴 è 𝐵 â ïðåäûäóùåé âûêëàäêå, ìû ïîëó÷èì íåçàâèñèìîñòü 𝐴 è
𝐵, à çàìåíèâ 𝐵 íà 𝐵 è âîñïîëüçîâàâøèñü ïðåäûäóùåé âûêëàäêîé è íåçàâèñèìîñòüþ 𝐴 è 𝐵, ìû ïîëó÷èì
íåçàâèñèìîñòü 𝐴 è 𝐵.

Åñëè ìåæäó ñîáûòèÿìè åñòü ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííàÿ ñâÿçü, íàïðèìåð, 𝐴 ⊂ 𝐵 è 0 < P{𝐴} 6 P{𝐵} < 1, òî îíè
ÿâëÿþòñÿ çàâèñèìûìè è â âåðîÿòíîñòíîì ñìûñëå: P{𝐴 ∩𝐵} = P{𝐴} ̸= P{𝐴} · P{𝐵}. Îáðàòíîå, âîîáùå ãîâîðÿ,
íåâåðíî: èç âåðîÿòíîñòíîé çàâèñèìîñòè ìîæåò íå ñëåäîâàòü ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííàÿ çàâèñèìîñòü.
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Определение 2. Ñîáûòèÿ 𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑛 íàçûâàþòñÿ независимыми в совокупности, åñëè äëÿ ëþáîãî
𝑘, 2 6 𝑘 6 𝑛 è ëþáûõ èíäåêñîâ 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘 òàêèõ, ÷òî 1 6 𝑖1 < 𝑖2 < . . . < 𝑖𝑘 6 𝑛, âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

P

⎧⎨⎩
𝑘⋂︁

𝑗=1

𝐴𝑖𝑗

⎫⎬⎭ =

𝑘∏︁
𝑗=1

P{𝐴𝑖𝑗}.

Èç íåçàâèñèìîñòè â ñîâîêóïíîñòè ëåãêî ñëåäóåò ïîïàðíàÿ íåçàâèñèìîñòü ñîáûòèé. Îáðàòíî, âîîáùå ãîâîðÿ,
íåâåðíî ïðè 𝑛 > 3.

Упражнение 3. (Çàäà÷à �37) Ïðèâåäèòå ïðèìåð âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà è òð¼õ ñîáûòèé íà ýòîì ïðî-
ñòðàíñòâå, êîòîðûå ïîïàðíî íåçàâèñèìû, íî çàâèñèìû â ñîâîêóïíîñòè.

Решение. Ïóñòü Ω = {𝜔1, 𝜔2, 𝜔3, 𝜔4} è P{𝜔𝑖} = 1
4 äëÿ âñåõ 𝑖. Ðàññìîòðèì ñîáûòèÿ 𝐴 = {𝜔1, 𝜔2}, 𝐵 =

{𝜔2, 𝜔3}, 𝐶 = {𝜔1, 𝜔3}. Òîãäà P{𝐴} = P{𝐵} = P{𝐶} = 1
2 è

P{𝐴 ∩𝐵} = P{𝜔2} =
1

4
= P{𝐴}P{𝐵},

P{𝐵 ∩ 𝐶} = P{𝜔3} =
1

4
= P{𝐵}P{𝐶},

P{𝐴 ∩ 𝐶} = P{𝜔1} =
1

4
= P{𝐴}P{𝐶},

íî P{𝐴 ∩𝐵 ∩ 𝐶} = P{∅} = 0 ̸= P{𝐴}P{𝐵}P{𝐶} = 1
8 .

Условная вероятность

Определение 3. Условной вероятностью ñîáûòèÿ 𝐴 ïðè óñëîâèè ñîáûòèÿ 𝐵, èìåþùåãî íåíóëåâóþ âåðî-
ÿòíîñòü (P{𝐵} > 0), íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

P{𝐴|𝐵} =
P{𝐴 ∩𝐵}
P{𝐵}

.

Пример 1. Ïóñòü èçâåñòíî, ÷òî ïðè áðîñàíèè äâóõ êîñòåé â ñóììå âûïàëî áîëüøå 6 (ñîáûòèå 𝐵). Êàêîâà
âåðîÿòíîñòü, ÷òî íà ïåðâîé êîñòè âûïàëî íå áîëüøå 2 (ñîáûòèå 𝐴)?

Решение. P{𝐴|𝐵} =
P{𝐴 ∩𝐵}
P{𝐵}

=
1
36 + 2

36
6
36 + 5

36 + 4
36 + 3

36 + 2
36 + 1

36

= 3
21 = 1

7 .

Óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü çàâèñèò è îò 𝐴, è îò 𝐵, íî çàâèñèò ïî-ðàçíîìó. Êàê ôóíêöèÿ îò 𝐴 óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü
îáëàäàåò îáû÷íûìè ñâîéñòâàìè âåðîÿòíîñòè:

1) P{𝐴|𝐵} > 0;

2) P{Ω|𝐵} = P{Ω∩𝐵}
P{𝐵} = P{𝐵}

P{𝐵} = 1;

3) äëÿ êîíå÷íîé èëè áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ñîáûòèé𝐴𝑖 è äëÿ𝐴 =
⋃︀
𝑖

𝐴𝑖

âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

P{𝐴|𝐵} =

P
{︂(︂⋃︀

𝑖

𝐴𝑖

)︂
∩𝐵

}︂
P{𝐵}

=

P
{︂⋃︀

𝑖

(𝐴𝑖 ∩𝐵)

}︂
P{𝐵}

=
∑︁
𝑖

P{𝐴𝑖 ∩𝐵}
P{𝐵}

=
∑︁
𝑖

P{𝐴𝑖|𝐵}.

Êðîìå òîãî, îòìåòèì òàêæå è äðóãèå èíòåðåñíûå ñâîéñòâà óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè:

4) åñëè 𝐴 ⊆ 𝐵, òî P{𝐴|𝐵} = P{𝐴}
P{𝐵} > P{𝐴};
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5) åñëè 𝐵 ⊆ 𝐴, òî P{𝐴|𝐵} = P{𝐵}
P{𝐵} = 1;

6) äëÿ ëþáîãî íàáîðà ñîáûòèé 𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑛 òàêîãî, ÷òî P{𝐴2 ∩ . . . ∩𝐴𝑛} > 0, âûïîëíÿåòñÿ

P

{︃
𝑛⋂︁

𝑖=1

𝐴𝑖

}︃
= P

{︃
𝐴|

𝑛⋂︁
𝑖=2

𝐴𝑖

}︃
P

{︃
𝑛⋂︁

𝑖=2

𝐴𝑖

}︃
= . . . =

(︃
𝑛−1∏︁
𝑘=1

P

{︃
𝐴𝑘|

𝑛⋂︁
𝑖=𝑘+1

𝐴𝑖

}︃)︃
P{𝐴𝑛};

7) åñëè ñîáûòèÿ 𝐴 è 𝐵 íåçàâèñèìû, òî

P{𝐴|𝐵} =
P{𝐴 ∩𝐵}
P{𝐵}

=
P{𝐴}P{𝐵}

P{𝐵}
= P{𝐴};

8) åñëè 0 < P{𝐵} < 1 è P{𝐴|𝐵} = P{𝐴|𝐵}, òî 𝐴 è 𝐵 íåçàâèñèìû: äåéñòâèòåëüíî, èç ðàâåíñòâà óêàçàííûõ
óñëîâíûõ âåðîÿòíîñòåé ñëåäóåò

P{𝐴 ∩𝐵}
P{𝐵}

=
P{𝐴 ∩𝐵}
P{𝐵}

=
P{𝐴} − P{𝐴 ∩𝐵}

1 − P{𝐵}
,

P{𝐴 ∩𝐵} − P{𝐴 ∩𝐵}P{𝐵} = P{𝐴}P{𝐵} − P{𝐴 ∩𝐵}P{𝐵},
P{𝐴 ∩𝐵} = P{𝐴}P{𝐵};

Ðàññìîòðèì òåïåðü â êà÷åñòâå íîâîãî ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ ìíîæåñòâî 𝐵. Ìîæíî ïîêàçàòü,

÷òî ñåìåéñòâî ℱ𝐵
def
= {𝐴 ∩𝐵 | 𝐴 ∈ ℱ} ÿâëÿåòñÿ 𝜎-àëãåáðîé íà ìíîæåñòâå 𝐵, à óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü P𝐵{𝐴} def

=
P{𝐴|𝐵} ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòíîé ìåðîé íà ýòîì ïðîñòðàíñòâå, ÷òî ñëåäóåò èç äîêàçàííûõ íàìè ñâîéñòâ. Òðîéêà
(𝐵,ℱ𝐵 ,P𝐵) íàçûâàåòñÿ условным вероятностным пространством.

Êàê ôóíêöèÿ îò 𝐵 óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü óäîâëåòâîðÿåò òàê íàçûâàåìîé формуле полной вероятности.
Ïóñòü {𝐵1, 𝐵2, . . .} � êîíå÷íîå èëè ñ÷¼òíîå ðàçáèåíèå ïðîñòðàíñòâà Ω, ò. å. 𝐵𝑖 ∩𝐵𝑗 = ∅ ïðè 𝑖 ̸= 𝑗 è

⋃︀
𝑖

𝐵𝑖 = Ω.

Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ïðåäïîëîæèì, ÷òî P{𝐵𝑖} > 0 ïðè âñåõ 𝑖. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ñîáûòèÿ 𝐴 ∈ ℱ âûïîëíÿåòñÿ
ñîîòíîøåíèå

P{𝐴} =
∑︁
𝑖

P{𝐴 ∩𝐵𝑖} =
∑︁
𝑖

P{𝐴|𝐵𝑖}P{𝐵𝑖},

êîòîðîå è íàçûâàåòñÿ формулой полной вероятности.

Â ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå ñîáûòèÿ 𝐵𝑖 ÷àñòî íàçûâàþò ãèïîòåçàìè, à âåðîÿòíîñòè P{𝐵𝑖} � априорными

вероятностями (ò.å. çàäàííûìè äî îïûòà). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ðåçóëüòàòå ýêñïåðèìåíòà îñóùåñòâèëîñü ñî-
áûòèå 𝐴, è ìû õîòèì íà îñíîâàíèè ýòîãî ðåøèòü, êàêàÿ èç ãèïîòåç 𝐵𝑖 íàèáîëåå ïðàâäîïîäîáíà. Îöåíêà äåëàåòñÿ
ïóò¼ì âû÷èñëåíèÿ апостериорных вероятностей P{𝐵𝑘|𝐴} (ïîëó÷åííûõ â ðåçóëüòàòå îïûòà):

P{𝐵𝑘|𝐴} =
P{𝐵𝑘 ∩𝐴}

P{𝐴}
=

P{𝐴|𝐵𝑘}P{𝐵𝑘}∑︀
𝑖

P{𝐵𝑖}P{𝐴|𝐵𝑖}
.

Ýòî ðàâåíñòâî íàçûâàåòñÿ формулой Байеса.

Упражнение 4. (Çàäà÷à �50, ïðî ìóæèêà) Ïóñòü íåêîòîðûé ìóæèê ãîâîðèò ïðàâäó ñ âåðîÿòíîñòüþ 75% è
ëæ¼ò ñ âåðîÿòíîñòüþ 25%. Îí ïîäáðàñûâàåò ñèììåòðè÷íóþ êîñòü è ãîâîðèò, ÷òî ¾âûïàëà 6¿. Ñ êàêîé âåðîÿò-
íîñòüþ âûïàëà 6?

Решение. Çàäàäèì ñëåäóþùèå ñîáûòèÿ: 𝐴 = {âûïàëà 6}, 𝐵 = {ìóæèê ñêàçàë, ÷òî ¾âûïàëà 6¿}. Òîãäà â çà-
äà÷å íàñ ïðîñÿò íàéòè P{𝐴|𝐵}. Êðîìå òîãî, èç óñëîâèÿ çàäà÷è ìû çíàåì, ÷òî P{𝐵|𝐴} = 3

4 è P{𝐵|𝐴} = 1
4 .

Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé Áàéåñà äëÿ ñîáûòèÿ 𝐵 îòíîñèòåëüíî ðàçáèåíèÿ 𝐴,𝐴:

P{𝐴|𝐵} =
P{𝐵|𝐴} · P{𝐴}

P{𝐵|𝐴}P{𝐴} + P{𝐵|𝐴}P{𝐴}
=

3
4 · 1

6
3
4 · 1

6 + 1
4 · 5

6

=
3

8
.
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Упражнение 5. (Çàäà÷à �47, ïàðàäîêñ Ìîíòè Õîëëà) Ïðåäñòàâüòå, ÷òî âû ñòàëè ó÷àñòíèêîì èãðû, â êîòîðîé
íàõîäèòåñü ïåðåä òðåìÿ äâåðÿìè. Âåäóùèé ïîìåñòèë çà îäíîé èç òðåõ ïðîíóìåðîâàííûõ äâåðåé àâòîìîáèëü,
à çà äâóìÿ äðóãèìè äâåðÿìè � ïî êîçå (êîçû òîæå ïðîíóìåðîâàíû) ñëó÷àéíûì îáðàçîì � ýòî çíà÷èò, ÷òî
âñå 3! = 6 âàðèàíòîâ ðàñïîëîæåíèÿ àâòîìîáèëÿ è êîç çà ïðîíóìåðîâàííûìè äâåðÿìè ðàâíîâåðîÿòíû. Ó âàñ
íåò íèêàêîé èíôîðìàöèè î òîì, ÷òî çà êàêîé äâåðüþ íàõîäèòñÿ. Âåäóùèé ãîâîðèò: �Ñíà÷àëà âû äîëæíû
âûáðàòü îäíó èç äâåðåé. Ïîñëå ýòîãî ÿ îòêðîþ îäíó èç îñòàâøèõñÿ äâåðåé (ïðè ýòîì åñëè âû âûáåðåòå äâåðü,
çà êîòîðîé íàõîäèòñÿ àâòîìîáèëü, òî ÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/2 âûáåðó äâåðü, çà êîòîðîé íàõîäèòñÿ êîçà íîìåð 1,
è ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 − 1/2 = 1/2 äâåðü, çà êîòîðîé íàõîäèòñÿ êîçà íîìåð 2). Çàòåì ÿ ïðåäëîæó âàì èçìåíèòü
ñâîé ïåðâîíà÷àëüíûé âûáîð è âûáðàòü îñòàâøóþñÿ çàêðûòóþ äâåðü âìåñòî òîé, êîòîðóþ âû âûáðàëè ñíà÷àëà.
Âû ìîæåòå ïîñëåäîâàòü ìîåìó ñîâåòó è âûáðàòü äðóãóþ äâåðü ëèáî ïîäòâåðäèòü ñâîé ïåðâîíà÷àëüíûé âûáîð.
Ïîñëå ýòîãî ÿ îòêðîþ äâåðü, êîòîðóþ âû âûáðàëè, è âû âûèãðàåòå òî, ÷òî íàõîäèòñÿ çà ýòîé äâåðüþ.� Âû
âûáèðàåòå äâåðü íîìåð 3. Âåäóùèé îòêðûâàåò äâåðü íîìåð 1 è ïîêàçûâàåò, ÷òî çà íåé íàõîäèòñÿ êîçà. Çàòåì
âåäóùèé ïðåäëàãàåò âàì âûáðàòü äâåðü íîìåð 2. Óâåëè÷àòñÿ ëè âàøè øàíñû âûèãðàòü àâòîìîáèëü, åñëè âû
ïîñëåäóåòå åãî ñîâåòó?

Решение. Êàçàëîñü áû, êàêàÿ ðàçíèöà, êàêóþ äâåðü âûáèðàòü â òàêîì ñëó÷àå: äâåðåé 2 è çà îäíîé èç íèõ
àâòîìîáèëü, çíà÷èò, àâòîìîáèëü çà äâåðüþ 3 ñ âåðîÿòíîñòüþ 1

2 . Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âûãîäíåå ïîñëåäîâàòü ñîâåòó
âåäóùåãî, ÷òî äëÿ ìíîãèõ ëþäåé êîíòðèíòóèòèâíî. Èçíà÷àëüíî äëÿ íàñ àâòîìîáèëü íàõîäèòñÿ çà êàæäîé
äâåðüþ ðàâíîâåðîÿòíî. Íî êîãäà âåäóùèé ïîêàçûâàåò, ÷òî çà îäíîé èç íåâûáðàííûõ äâåðåé íàõîäèòñÿ êîçà,
ñèòóàöèÿ ìåíÿåòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ìû íå ïîìåíÿåì âûáîð, òî âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî àâòîìîáèëü íàõîäèòñÿ
çà äâåðüþ íîìåð 3, áóäåò ðàâíÿòüñÿ 1

3 , òàê êàê ýòî ýêâèâàëåíòíî ñèòóàöèè, êîãäà íàì ñðàçó îòêðûëè íàøó
äâåðü. Êëþ÷åâàÿ èäåÿ: ведущий всегда открывает дверь с козой. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî àâòîìîáèëü íàõîäèòñÿ
çà äâåðüþ 1 èëè 2 ðàâíà 2

3 . Íî êîãäà íàì ïîêàçàëè, ÷òî çà âòîðîé äâåðüþ íàõîäèòñÿ êîçà, ýòà âåðîÿòíîñòü íå
èçìåíèëàñü

P {çà äâåðüþ 1 èëè 2 àâòîìîáèëü | çà îäíîé èç äâåðåé 1 èëè 2 êîçà} = 2
3

= P{çà äâåðüþ 1 èëè 2 àâòîìîáèëü}
= P{çà îñòàâøåéñÿ äâåðüþ ñðåäè 1 è 2 àâòîìîáèëü},

ãäå ïîñëåäíÿÿ âåðîÿòíîñòü � ýòî êàê ðàç è åñòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ìû âûáåðåì äâåðü, çà êîòîðîé íàõîäèòñÿ
àâòîìîáèëü, åñëè ñìåíèì âûáîð äâåðè. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ìåíÿòü âûáîð, òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 2

3 ìû âûèãðàåì
àâòîìîáèëü, à åñëè íå ìåíÿòü � òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 1

3 .

Упражнение 6. Èç óðíû, ñîäåðæàùåé 𝑎 áåëûõ è 𝑏 ÷åðíûõ øàðîâ, èçâëåêàåòñÿ íàóãàä îäèí øàð è îòêëàäû-
âàåòñÿ â ñòîðîíó. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èçâëå÷åííûé íàóãàä âòîðîé øàð îêàæåòñÿ áåëûì, åñëè:

(a) ïåðâûé èçâëå÷åííûé øàð áåëûé;

(b) öâåò ïåðâîãî èçâëå÷åííîãî øàðà îñòàåòñÿ íåèçâåñòíûì?

Решение. (a) Ïóñòü ñîáûòèå 𝐴 = {ïåðâûé èçâëå÷¼ííûé øàð áåëûé} è ñîáûòèå 𝐵 =
{âòîðîé èçâëå÷¼ííûé øàð áåëûé}. Òîãäà íàñ ïðîñÿò íàéòè P(𝐵|𝐴). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî P(𝐵|𝐴) = 𝑎−1

𝑎+𝑏−1 ,
òàê êàê íóæíî âûáðàòü ñðåäè îñòàâøèõñÿ 𝑎 + 𝑏− 1 øàðîâ îäèí áåëûé øàð, êîòîðûõ îñòàëîñü 𝑎− 1.

(b) Åñëè öâåò ïåðâîãî øàðà íåèçâåñòåí, òî íóæíî íàéòè P(𝐵). Ïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé ïîëíîé âåðîÿòíîñòè:

P(𝐵) = P(𝐵|𝐴) · P(𝐴) + P(𝐵|𝐴) · P(𝐴) =
𝑎− 1

𝑎 + 𝑏− 1
· 𝑎

𝑎 + 𝑏
+

𝑎

𝑎 + 𝑏− 1
· 𝑏

𝑎 + 𝑏
=

𝑎(𝑎 + 𝑏− 1)

(𝑎 + 𝑏− 1)(𝑎 + 𝑏)
=

𝑎

𝑎 + 𝑏
.
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